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第1章  随机事件及其概率
[image: image927.jpg]


概率论是研究随机现象及其规律的学科. 那么什么是随机现象？顾名思义，随机现象是一种随机的、偶然的自然现象或社会现象，它与必然现象是相对的. 必然现象也叫确定性现象. 例如，向上抛掷一枚硬币，必然会下落，这是确定性现象，但落地之后是正面朝上还是反面朝上则是随机的；北半球冬季一定会下雪，是必然现象，但降雪量的多少却是随机的. 确定性现象的特点是条件能完全决定结果，而随机现象的特点是条件不能完全决定结果，即在相同的条件下可能出现这个结果，也可能出现另外的结果，结果的发生具有偶然性. 虽然随机现象的结果是随机的、偶然的，似乎没有规律可循，但实践证明，如果同类的随机现象大量重复出现，结果的发生就会呈现出一定的规律性，且这种规律性随着观察次数的增多而愈加明显. 例如，重复抛掷一枚硬币，得到正面朝上的次数大概有一半；同一门大炮射击同一目标，其弹着点会呈一定的规律分布. 这种在大量重复试验或观察中所呈现出的固有规律性，即为随机现象的统计规律. 
§1.1  样本空间与事件运算

1.1.1  样本空间与随机事件

为确定随机现象的统计规律，需要进行多次试验、调查或观察. 对随机现象的试验、调查或观察统称为随机试验，通常用大写字母
[image: image1.wmf]E

表示. 

例如，随意抛掷一颗骰子(一个质地均匀、样式对称的正六面体，六面分别刻有1, 2, 3, 4, 5, 6六个数字)看哪个数字朝上；买一瓶饮料，查看瓶盖上是否印有“再来一瓶”的标记；记录每年9月10日青岛是否会下雨；从班里随机选一名学生，问他是否喜欢“概率论”这门课程；记录某名同学每天接到广告推销电话的次数等，这些都是随机试验. 一般来说，一个随机试验具有下列特征：
(1) 每次试验的结果具有多种可能，并且能够事先明确知道试验所有可能的结果；

(2) 每次试验前不能确定哪个结果会出现；

(3) 试验可以在相同的条件下重复进行. 

随机试验
[image: image2.wmf]E

将出现的结果是不唯一的、不确定的，但其所有可能的结果是明确的. 随机试验的每一个可能的结果称为一个样本点，一般用
[image: image3.wmf]w

表示. 所有可能的结果(即所有样本点)构成的集合称为
[image: image4.wmf]E

的样本空间，记作
[image: image5.wmf]W

，
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例1.1.1  考虑将一枚硬币抛两次的试验，如果关心正面和反面出现的情况，样本空间可以记为


[image: image7.wmf]{HH,HT,TH,TT}
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其中，H表示正面，T表示反面. 

如果仅对正面出现的次数感兴趣，则样本空间为


[image: image8.wmf]{0,1,2}
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例1.1.2  抛掷一颗骰子，观察出现的点数，样本空间可以记为


[image: image9.wmf]{1,2,3,4,5,6}
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例1.1.3  记录有两个孩子的家庭中孩子的性别情况，则样本空间为


[image: image10.wmf]{bb,gg,bg,gb}
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其中，
[image: image11.wmf]b

表示男孩，
[image: image12.wmf]g

表示女孩. 

例1.1.4  记录2021年青岛市每天注射疫苗的人数，样本空间可以记为
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例1.1.5  记录某学校在校学生每天打游戏的时间(单位：h)，样本空间可以记为
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例1.1.6  在一批元件中随机抽取一只，测量其寿命，样本空间可以记为
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对于一个给定的随机试验，与样本空间相比，人们可能更关心该随机试验的某个事件是否发生. 在例1.1.1中，可以用集合
[image: image16.wmf]{HH,HT,TH}
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表示“至少出现一次正面”这一事件. 在例1.1.2中，可以用集合
[image: image17.wmf]{2,4,6}
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表示“出现偶数点”这一事件. 

从上述例子可以看出，事件即为样本空间
[image: image18.wmf]W

的子集，我们称之为随机事件，简称为事件，通常用大写字母
[image: image19.wmf],,,,
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表示. 

在每次试验中，当试验的样本点(试验结果)出现且属于
[image: image20.wmf]A

，则称事件
[image: image21.wmf]A

发生了. 如掷一颗骰子，用
[image: image22.wmf]{2,4,6}
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表示“出现偶数点”这一事件，当掷出2点时，事件
[image: image23.wmf]A

发生了；如果掷出的是3点，则事件
[image: image24.wmf]A

没有发生. 

事件有两种极端情况：一是必然会发生的事件
[image: image25.wmf]()
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，称为必然事件，即由全体样本点组成的事件；二是不可能发生的事件
[image: image26.wmf]()
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，称为不可能事件，不可能事件不包含任何样本点，每次试验不可能事件必定不发生. 

1.1.2  事件的关系及运算

“事件”和“样本点”有着直观的意义，而这些概念等价于常见的点集和点的概念. 

设
[image: image27.wmf]W

为随机试验
[image: image28.wmf]E

的样本空间，
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为同一随机试验的事件，换句话说，
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为同一样本空间
[image: image33.wmf]W

的子集，下面考虑它们之间的关系及运算规律. 

1. 事件的关系

(1) 事件的包含与相等
若事件
[image: image34.wmf]A

发生必然导致事件
[image: image35.wmf]B

发生，则称事件
[image: image36.wmf]A

包含于事件
[image: image37.wmf]B

，记为
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从“事件是样本空间的子集”的观点看，
[image: image41.wmf]AB
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表示集合
[image: image42.wmf]A

包含在集合
[image: image43.wmf]B

中，即
[image: image44.wmf]B

要比
[image: image45.wmf]A

大或一样大. 例如，在例1.1.2中：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]{3}{1,3,5}.
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若
[image: image48.wmf]AB
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，即
[image: image50.wmf]AB
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，则称事件
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与事件
[image: image52.wmf]B

相等. 

(2) 事件的和
事件
[image: image53.wmf]A

与事件
[image: image54.wmf]B

至少有一个发生的事件称为
[image: image55.wmf]A

与
[image: image56.wmf]B

的和事件，记为
[image: image57.wmf]AB
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，如图1.1(a)所示. 
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从定义可以看出，事件
[image: image59.wmf]A

与事件
[image: image60.wmf]B

的和即为把
[image: image61.wmf]A

和
[image: image62.wmf]B

所包含的样本点合并在一起. 例如，在例1.1.2中，
[image: image63.wmf]{2}
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例 1.1.7  记事件
[image: image66.wmf]A

为随机从某单位选出一名吸烟的员工，事件
[image: image67.wmf]B

为随机从该单位选出一名喝酒的员工，则
[image: image68.wmf]AB
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为那些或者吸烟或者喝酒或者既吸烟又喝酒的员工. 

从事件的和的运算可以很容易推广到多个(有限个或无穷可数个)事件的情形. 
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至少有一个发生；
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，表示
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至少有一个发生. 
例 1.1.8  观察某城市一个月内交通事故发生的次数. 设
[image: image73.wmf]i
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={该月发生i次交通事故}，
[image: image74.wmf]B

={该月发生交通事故不超过10次}，C={该月发生交通事故 10次或10次以上}，则
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(3) 事件的积
事件
[image: image77.wmf]A

与事件
[image: image78.wmf]B

都发生的事件称为
[image: image79.wmf]A

与
[image: image80.wmf]B

的积事件，记为
[image: image81.wmf]AB
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，简记为
[image: image82.wmf]AB

，如图1.1(b)所示. 
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从事件是样本空间的子集的观点看，
[image: image84.wmf]AB

就是集合
[image: image85.wmf]A

与集合
[image: image86.wmf]B

的公共部分. 例如，在例1.1.2中，
[image: image87.wmf]{2}
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类似地，事件的乘积可以推广到多个(有限个或无穷可数个)事件的情形. 
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同时发生；
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，表示
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同时发生. 
若事件
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与事件
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不能同时发生，即
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，则称事件
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与事件
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是互斥的，或称它们是互不相容的. 此时，事件
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与事件
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的交集为空集，即事件
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与事件
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没有公共的样本点. 例如，在例1.1.2中，
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对于n个事件
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是两两互不相容的. 
(4) 事件的差

事件
[image: image118.wmf]A

发生而事件
[image: image119.wmf]B

不发生的事件称为
[image: image120.wmf]A

与
[image: image121.wmf]B

的差事件，记为
[image: image122.wmf]AB
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，如图1.1(c)所示. 
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例如，在例1.1.2中，若记
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(5) 对立事件
“
[image: image130.wmf]A

不发生”的事件称为事件
[image: image131.wmf]A

的对立事件，换句话说，
[image: image132.wmf]A

的对立事件即为
[image: image133.wmf]W

中那些不在
[image: image134.wmf]A

中的元素组成的集合，记为
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. 显然，
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易知对立事件有以下性质：
① 
[image: image140.wmf]AA

=

；② 
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；③ 在一次随机试验中，
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和
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有一个发生而且只有一个发生. 
结合事件的上述关系，可知以下结论成立：
(1) 
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图1.1  事件的和、积、差示意图

[image: image928.png]


2. 事件的运算规律    
设
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为随机事件，那么其运算满足以下规律.
(1) 交换律
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(2) 结合律
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(3) 分配律
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推广得
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(4) 德·摩根律
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例 1.1.9  一名射手连续向某个目标射击三次，令
[image: image190.wmf]A
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{第1次击中目标}，
[image: image191.wmf]B

=

{第2次击中目标}，
[image: image192.wmf]C
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{第3次击中目标}，则可用
[image: image193.wmf],,
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三个事件的运算表示以下各事件：
(1)  3次都击中目标：
[image: image194.wmf]ABC

；
(2)  3次均未击中目标：
[image: image195.wmf]ABC

；
(3) 第2次击中目标，而第1、3次都没击中：
[image: image196.wmf]ABC

；
(4) 第2次击中目标，而第3次没击中(即无论第1次是否击中)：
[image: image197.wmf]BC

；
(5) 恰好有1次击中目标：
[image: image198.wmf]ABCABCABC
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；
(6) 至少有1次击中目标：
[image: image199.wmf]ABC
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；
(7) 最多有1次击中目标：
[image: image200.wmf]ABCABCABCABC
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§1.2  随机事件的概率

1.2.1  概率的统计定义

人们有时会说：“张三很有可能赢得网球比赛”；“当掷一颗骰子时获得一个偶数点的可能性是50%”；“今天上课老师提问到我的可能性很小”. 上述每种情形中，都表达了一些不确定的结果. 例如，“张三很有可能赢得网球比赛”，张三在网球比赛中可能会输，也可能会赢，“很有可能”即说明赢的可能性比较大；“当掷一颗骰子时获得一个偶数点的可能性是50%”，掷一颗骰子时可能获得奇数点，也可能获得偶数点，获得偶数点和奇数点的可能性相等，都为50%；“今天上课老师提问到我的可能性很小”，今天上课老师可能会提问到“我”，也可能不会提问到“我”，但提问到“我”的可能性很小(比如说，上节课老师刚刚提问过“我”). 上述3个问题中提到的“可能性”即为概率，也就是说，概率是用来描述事件发生的可能性大小的一种数量指标. 那么在一次随机试验中，事件发生的概率究竟有多大呢？比如，掷一枚均匀的硬币，虽然不能肯定出现正面还是反面，但有理由认为正面和反面出现的概率均为0.5. 那么，概率的大小意味着什么呢？简单地说，概率的大小反映了一次试验中事件发生的机会. 如果某事件
[image: image201.wmf]A

发生的机会越大，那么在大量重复的试验中它将发生得越频繁，即频率越大. 事实的确如此，历史上曾有不少数学家做过抛硬币的试验，大量重复投掷一枚均匀的硬币. 出现正面和反面的频率会接近一个稳定值0.5. 可见，频率的稳定值与事件发生可能性的大小之间的确存在着必然联系. 一方面，频率的稳定性说明事件发生的可能性大小的确客观存在；另一方面，频率的稳定值为事件发生可能性的大小提供了经验解释. 
定义 1.2.1  对于一个随机事件
[image: image202.wmf]A

来说，在
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次重复试验中，记
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n

为随机事件
[image: image205.wmf]A

出现的次数，又称
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n

为事件
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的频数，称
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为事件
[image: image210.wmf]A

的频率. 

由上述定义，对于事件的频率，很容易得到如下性质：
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定义 1.2.2  在相同条件下做大量重复随机试验，事件
[image: image215.wmf]A

出现的频率总在某一常数
[image: image216.wmf]p

附近摆动，且试验次数越多，摆动幅度越来越小，逐渐稳定于该常数，则称常数
[image: image217.wmf]p

为事件
[image: image218.wmf]A

的概率，记作
[image: image219.wmf]()
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该定义通常称为概率的统计定义. 概率的统计定义虽无法确定其准确值，但可取当试验次数
[image: image220.wmf]n

充分大时，事件
[image: image221.wmf]A

出现的频率作为它的近似值，这一点在实践中有着重要意义. 

历史上，很多人做过抛掷硬币的试验，其结果如表1.1所示. 


表1.1  抛掷硬币试验结果

	试 验 者
	掷硬币次数
	出现正面次数
	频  率

	摩根
	2048
	1061
	0.5181

	蒲丰
	4040
	2048
	0.5069

	皮尔逊
	12000
	6019
	0.5016

	皮尔逊
	24000
	12012
	0.5005


从表1.1可知，在大量试验中，出现正面和反面的频率都接近0.5，这充分说明了频率的稳定性这一性质. 

通过概率的统计定义不难发现其不足之处，即频率只是概率的估计，而非概率本身，当然，形式上可以克服这一困难，即概率是当试验的次数趋于无穷大时频率的极限，但又如何证明这一事件的概率
[image: image222.wmf]p

是存在的或者
[image: image223.wmf]p

的存在只是一种假定？实际上人们永远不可能根据概率的统计定义确切地给出任一事件的概率. 然而，这并不是说概率的统计定义没有任何意义，从实用的角度看，它提供了一种通过试验去估计事件概率的方法. 比如，在产品的质量检测中，根据所抽取产品的次品率去估计所有产品的次品率；根据某地区一部分人的文盲比例估计整个地区所有人的文盲比例等. 

1.2.2  概率的公理化定义及性质

20世纪30年代，苏联数学家柯尔莫哥洛夫在他的《概率论的基础》一书中给出了现在已被广泛接受的概率公理化体系，第一次将概率论建立在严密的逻辑基础之上. 该理论体系不直接回答“概率”是什么，而是把“概率”应具备的几条本质特性概括起来，把具有这几条性质的集合函数称为概率，并在此基础上展开概率的理论研究.  

定义1.2.3  设
[image: image224.wmf]W

是随机试验E的样本空间，对于每一个随机事件
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，定义一个实数
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PA

与之对应，若该集合函数
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(1) 非负性：对于每个随机事件
[image: image228.wmf]A

，都有
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(2) 规范性：
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(3) 可列可加性：若事件
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则称
[image: image233.wmf]()
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为概率，
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为事件
[image: image235.wmf]A

的概率. 
不难看出，所谓公理化定义，其实是摆脱了具体模型对概率定义的束缚，
将概率的基本性质抽象出来，高度概括而得到的. 它不但适用于任何一种概率模型，而且基于这个定义，还可以推导出很多重要的性质和计算公式. 
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再由概率的非负性，
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性质2(有限可加性)  设
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证  令
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性质3  对任意事件
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证  因为
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性质4  对任意事件
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证  因为
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性质5  若
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证  因为
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再由概率的非负性
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即得



[image: image276.wmf]()()

PBPA

≥

. 

性质6  对于任一事件
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证  因为
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性质7(减法公式)  对任意事件
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证  因为
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-=-

，且
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性质8(加法公式)  对任意事件
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证  由于
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推广  
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是任意三个事件，则有
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一般地，对于任意
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个事件
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例1.2.1  设
[image: image297.wmf],,

ABC

是随机事件，
[image: image298.wmf],

AC

互不相容，
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，求
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解  
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例 1.2.2  约翰将从一所大学毕业，在他喜欢的两家公司面试后，认为从A公司得到工作机会的概率为0.8，从B公司得到工作机会的概率为0.6. 另外，如果他认为从两家公司都得到工作机会的概率为0.5，则他至少得到一个工作机会的概率是多少？

解  设事件
[image: image308.wmf]A

为“从A公司得到工作机会”，事件
[image: image309.wmf]B

为“从B公司得到工作机会”，由概率的加法公式得
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例 1.2.3  某基金公司为其客户主要提供两种基金，一种是债券型基金，另一种是股票型基金. 已知其所有客户中有 60%买了债券型基金，80%买了股票型基金，有50%的客户既买了债券型基金又买了股票型基金. 从所有客户中随机选取一位客户，求以下事件的概率：
(1) 债券型基金和股票型基金客户至少持有一种；
(2) 客户只持有这两种基金中的一种；
(3) 客户既不持有股票型基金也不持有债券型基金. 

解  设事件
[image: image311.wmf]A

为“客户持有债券型基金”，事件
[image: image312.wmf]B

为“客户持有股票型基金”，则根据题意得
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(2) 
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(3) 
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§1.3  古典概型与几何概型

1.3.1  古典概型
在概率论发展史上，最早研究的一类最直观、最简单的问题是等可能概型，在这类问题中，样本空间中每个样本点出现的可能性是相同的. 例如，掷一颗骰子，求出现偶数点的概率. 样本空间
[image: image317.wmf]{1,2,3,4,5,6}
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，出现每一点的概率都相等，均为
[image: image318.wmf]1
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，则出现偶数点的概率为
[image: image319.wmf]3

6

. 再如，一批产品共100件，其中80件为合格品，20件为次品，从中随机取一件，求取到次品的概率. 很显然，在100件产品中取到每一件的概率都为1%，于是取到次品的概率为20%. 

上述两个随机试验具有如下共同特征：
(1) 试验的样本空间中的样本点只有有限个(有限性)；

(2) 试验中的每个样本点出现的可能性是相同的(等可能性). 
通常把具有这两个特征的随机试验称为古典概型. 
定义 1.3.1  设一个试验有
[image: image320.wmf]n

个可能的结果，且每个结果的出现是等可能的，事件
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包含其中的
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个结果，则事件
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的概率为



[image: image324.wmf]()

m

PA

n

=

.
(1.3.1)

根据上述定义，要计算古典概型中事件
[image: image325.wmf]A

的概率，必须知道样本空间所包含的样本点数及事件
[image: image326.wmf]A

所包含的样本点数. 

例1.3.1  将一枚均匀的硬币抛掷两次，设事件
[image: image327.wmf]1
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={恰有一次出现正面}，事件
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={至少有一次出现正面}，求
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解  正面记为
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，反面记为
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，则随机试验的样本空间
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在古典概型中，许多概率的计算相当困难，但富有技巧. 按照上述概率的计算公式，计算的要点是给定样本空间，并计算其包含的样本点的总数，然后计算所求事件中包含的样本点的数目. 下面介绍一些典型的古典概型的例子. 

1. 摸球模型

例1.3.2  设袋中有
[image: image338.wmf]a

个白球，
[image: image339.wmf]b

个黑球，(1) 从中任取出
[image: image340.wmf]ab
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abab

ab

Î

N

,

≤

,

≤

)个球，试求所取出的球恰有
[image: image342.wmf]a

个白球和
[image: image343.wmf]b

个黑球的概率；(2) 从中陆续取出3个球(不放回抽样)，求3个球依次为“黑白黑”的概率. 

解析：上述两个问题，摸球的方式各不相同，必须在各自的样本空间中分别进行处理. (1)中的每一个样本点，对应着从
[image: image344.wmf]ab

+

个球中任取
[image: image345.wmf]ab

+

个球的一种取法，无须考虑顺序，属于组合问题. (2)中的每一个样本点，对应着从
[image: image346.wmf]ab

+

个球中依次取出3个球的一种取法，需要考虑先后次序，属于排列问题. 

解  (1) 设事件
[image: image347.wmf]A

表示 “所取的
[image: image348.wmf]ab
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个球中恰有
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个白球和
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个黑球”. 从
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+

个球中任意摸出
[image: image352.wmf]ab

+

个球，有
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种不同取法，此即样本空间所包含的样本点总数. 而事件
[image: image354.wmf]A

所包含的样本点数，相当于从
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个白球中任取
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个，从
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个黑球中任取
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个的取法种数，共
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(2) 设事件
[image: image362.wmf]B

表示 “取出的3个球依次为黑白黑”. 从
[image: image363.wmf]ab

+

个球中依次任取3个，有
[image: image364.wmf]3
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ab
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种取法，此即样本点总数. 对于有利场合，第一个和第三个黑球可在
[image: image365.wmf]b

个黑球中依次取得，有
[image: image366.wmf]2

A

b

种取法，第二个白球可在
[image: image367.wmf]a

个白球中任取，有
[image: image368.wmf]1
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种取法. 因此，
[image: image369.wmf]B

所包含的样本点数为
[image: image370.wmf]12
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如果把题目中的“白球”“黑球”换为“合格品”“次品”或“甲物”“乙物”等，那么就可以得到各种各样的“摸球问题”，如例1.3.3.
例1.3.3  一批灯泡共有40只，其中3只是坏的，从中任取5只进行检查. 试求：

(1)  5只都是好的概率为多少？

(2)  5只中有2只是坏的概率为多少？

解  设
[image: image372.wmf]A

={5只都是好的}，
[image: image373.wmf]B

={5只中有2只是坏的}，则
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2. 分球入盒模型

例1.3.4  设有
[image: image376.wmf]n

个球，每个球都能以相同的概率被分配到
[image: image377.wmf]N



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image378.wmf]()
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个盒子的每一个盒子中，试求：

[image: image930.png]


(1) 被指定的
[image: image379.wmf]n

个盒子中各有一个球的概率；
(2) 恰好有
[image: image380.wmf]n

个盒子中各有一个球的概率；
(3) 被指定的某盒子中恰有
[image: image381.wmf]()

mmn

≤

个球的概率. 

解析：解答本题时要明确“
[image: image382.wmf]n

个球都能以相同的概率被分配到
[image: image383.wmf]N

个盒
子的每一个盒子中”的含义. 即每一个球，被分配到任意一个盒子中是等
可能的，也就是说，每一个球各有
[image: image384.wmf]N

种不同的去向. 
解  设事件
[image: image385.wmf]A

={被指定的
[image: image386.wmf]n

个盒子中各有一个球}，
[image: image387.wmf]B

={恰好有
[image: image388.wmf]n

个盒子中各有一个球}，
[image: image389.wmf]C

={被指定的某盒子中恰有
[image: image390.wmf]()
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个球}. 

因为每个球可被放入
[image: image391.wmf]N

个盒子中的任一盒子中，所以
[image: image392.wmf]n

个球在
[image: image393.wmf]N

个盒子中的分布，相当于从
[image: image394.wmf]N

个元素中选取
[image: image395.wmf]n

个进行重复排列，故共有
[image: image396.wmf]n

N

种可能. 

(1) 对于事件
[image: image397.wmf]A

，相当于
[image: image398.wmf]n

个球在指定的
[image: image399.wmf]n

个盒子中全排列，总数为
[image: image400.wmf]!
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，所以 
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(2) 对于事件
[image: image402.wmf]B

，
[image: image403.wmf]n

个盒子可以任意，即可以从
[image: image404.wmf]N

个盒子中任意选出
[image: image405.wmf]n

个来，这种选法共有
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种，对于每种选定的
[image: image407.wmf]n

个盒子，再进行全排列，事件
[image: image408.wmf]B

对应的放法共有
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种，所以
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(3) 事件
[image: image412.wmf]C

中的
[image: image413.wmf]m

个球，可以从
[image: image414.wmf]n

个球中任意选取，有
[image: image415.wmf]C

m

n

种选法，其余的
[image: image416.wmf]nm
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个球可以任意分配到另外
[image: image417.wmf]1
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-

个盒子中，有
[image: image418.wmf](1)
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种分配法，因而事件
[image: image419.wmf]C

包含
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个样本点，于是
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[image: image422.wmf]n

个球在
[image: image423.wmf]N

个盒子中的分布是一种理想化的概率模型，可用于描述多种背景下不相同的随机试验. 为了阐明这一点，下面列举一些貌异质同的试验.

(1) 生日. 
[image: image424.wmf]n

个人的生日的可能情形，相当于将
[image: image425.wmf]n

个球放入
[image: image426.wmf]N

=365个盒子中的不同排列(假定一年有365天).
(2) 性别. 
[image: image427.wmf]n

个人的性别分布，相当于把
[image: image428.wmf]n

个球放入
[image: image429.wmf]N

= 2个盒子中.

(3) 掷骰子. 掷
[image: image430.wmf]n

颗骰子的可能结果，相当于把
[image: image431.wmf]n

个球放入
[image: image432.wmf]N

= 6个盒子中.

(4) 旅客下站. 一列火车中有
[image: image433.wmf]n

名旅客，它在
[image: image434.wmf]N

个站点都停. 旅客下站的各种可能情形，相当于把
[image: image435.wmf]n

个球分到
[image: image436.wmf]N

个盒子中.
(5) 住房分配. 
[image: image437.wmf]n

个人被分配到
[image: image438.wmf]N

个房间中去住，则人相当于球，房间相当于盒子.

(6) 印刷错误. 
[image: image439.wmf]n

(
[image: image440.wmf]n

必须小于每一页的字数)个印刷错误在一本有
[image: image441.wmf]N

页的书中的一切可能的分布，相当于把
[image: image442.wmf]n

个球放入
[image: image443.wmf]N

个盒子中的一切可能分布.

从上面所列举的试验，可以体会到分球入盒的模型具有比较重要的意义. 

例1.3.5  
[image: image444.wmf]n

个人的生日全不相同的概率是多少？(假定一年有365天，
[image: image445.wmf]365
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解  把
[image: image446.wmf]n

个人看作
[image: image447.wmf]n

个球，将一年365天看作365个盒子，则“
[image: image448.wmf]n

个人的生日全不相同”相当于“每个盒子最多一个球”，所以
[image: image449.wmf]n

个人的生日全不相同的概率
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其结果是令人吃惊的，对
[image: image451.wmf]23
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个人来说，
[image: image452.wmf]1
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，即对23个人来说，至少有两个人生日相同的概率超过
[image: image453.wmf]1

2

；当
[image: image454.wmf]40
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时，
[image: image455.wmf]0.109
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，即40个人中至少有两个人生日相同的概率为0.891，这个概率已经相当大了. 该问题的反直觉结果，常被称为“生日悖论”，是概率论中经典的反直觉案例.

再如，“电梯问题”也可以归结为“盒子模型”. 

例1.3.6  在开始时载有5位乘客的电梯，从负一楼开始上升到10楼，求任意两位乘客都不在同一层楼离开电梯的概率. 

解  所有乘客都等可能地在1到10楼下电梯，按照“盒子模型”，所求概率为


[image: image456.wmf]5
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例1.3.7  同时掷4颗均匀的骰子，求出现完全不相同的点数的概率. 

解  按照“盒子模型”，掷4颗骰子的可能结果相当于把4个球放入6个盒子中，因而所求事件的概率为 
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3. 随机取数问题

例 1.3.8  从1, 2,…, 10这10个数中任取一个数，假定各个数都以相同的概率被取到，取后还原，先后取出7个数，试求下列各事件的概率：(1) 7个数全不相同；(2) 不含1与10；(3) 10恰好出现两次；(4) 10至少出现两次. 

解  本题抽样方式为有放回抽样. 根据题意，考虑到各个数取出时有先后顺序之分，所以样本空间所包含的样本点总数为
[image: image458.wmf]7
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.  

(1) 设事件
[image: image459.wmf]1
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={所取的7个数全不相同}，于是
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(2) 设事件
[image: image461.wmf]2

A

={所取的7个数中不含1与10}，所以这7个数只能从2, 3, …, 9这8个数中取得. 
[image: image462.wmf]2

A

所包含的样本点数为
[image: image463.wmf]7
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，于是，有 
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(3) 设事件
[image: image465.wmf]3
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{10恰好出现两次}，那么所出现的两次10，可以是7次取数中的任意两次，有
[image: image466.wmf]2
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C

种取法；其余的5次，每次可以取剩下的9个数中的任一个，共有
[image: image467.wmf]5
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种取法，于是
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(4) 设事件
[image: image469.wmf]4
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{10至少出现两次}，考虑
[image: image470.wmf]4

A

的对立事件
[image: image471.wmf]4
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，
[image: image472.wmf]4
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={10恰好出现一次或一次也不出现}. 显然
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1.3.2  几何概型

古典概型考虑了样本空间仅包含有限个样本点的等可能概率模型，但等可能概型还有其他类型，如样本空间为一线段、平面区域或空间立体等形式，这类等可能概型称为几何概型. 
定义 1.3.2  如果随机试验
[image: image476.wmf]E

的样本空间是一个可度量的几何区域
[image: image477.wmf]W

(
[image: image478.wmf]W

可以是一维的、二维的、三维的……)，且每个样本点落在
[image: image479.wmf]W

中任意区域
[image: image480.wmf]A

的概率与
[image: image481.wmf]A

的测度(长度、面积、体积等)成正比，而与
[image: image482.wmf]A

的位置及形状无关，则随机点落在区域
[image: image483.wmf]A

的概率
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(1.3.2)
上述所定义的概率称为几何概率. 

例1.3.9  (一维)在区间
[image: image485.wmf](1,2)

-

上任意投一点，求此点的坐标小于0 的概率. 

解  显然，
[image: image486.wmf]W

为区间
[image: image487.wmf](1,2)

-

，
[image: image488.wmf]A

为区间
[image: image489.wmf](1,0)
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，所以由几何概率的定义可得
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例1.3.10  (二维)小李从网上购买了一件商品，快递员计划在下午5:00～6:00送货上门，已知小李下班到家的时间为下午5:30～6:00. 快递员到小李家时，如果小李未到家，快递员会打电话联系小李；若小李 10 分钟内能到家，则快递员会等小李回来，否则将商品存放在快递柜中. 试求小李需要去快递柜取商品的概率. 

解  设
[image: image491.wmf]x

为快递员到达的时间点，
[image: image492.wmf]y

为小李到家的时间点，那么
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其次要求小李在快递员到达10分钟之后才到家，于是得到
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即x和y需要同时满足
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由
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围成的矩形面积记为
[image: image498.wmf]1
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，如图1.2所示. 因此，小李需要去快递柜取商品的概率
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[image: image932.png]


例 1.3.11  (蒲丰投针问题)取一张白纸，在上面画上许多条间距为
[image: image500.wmf]d

的平行线. 取一根长度为
[image: image501.wmf]()

lld

<

的针，随机地向画有平行线的纸上投掷，如图1.3所示. 求针与平行线相交的概率. 
[image: image502.png]



图1.3  蒲丰投针图例1

解  假设
[image: image503.wmf]x

为针的中点到最近的一条平行线的距离，
[image: image504.wmf]j

为针与平行线的夹角. 只要这两个量确定了，针的位置就确定了.  
由图1.3可知，当针的中点落在平行线上时，
[image: image505.wmf]x

取值为0；当针垂直落在两条平行线正中时，
[image: image506.wmf]x

取值为
[image: image507.wmf]2

d

，与上下两条平行线的距离都是
[image: image508.wmf]2

d

. 故
[image: image509.wmf]j

、
[image: image510.wmf]x

两个变量的取值范围是
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. 
当针与平行线恰好交于端点时，距离
[image: image512.wmf]x

等于针长度一半乘以夹角正弦，所以针与平行线相交的充要条件(相交事件所包含的结果)是

[image: image513.wmf]sin
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. 
建立直角坐标系，上述条件在坐标系下将是由曲线所围成的平面区域，如图1.4所示. 
[image: image514.jpg]



图1.4  蒲丰投针图例2

由几何概率得针与平行线相交的概率
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同时，也可以用概率的统计定义的方法去估算针与平行线相交的概率：取一根长度为
[image: image516.wmf]()
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<

的针，随机地向画有距离为
[image: image517.wmf]d

的平行线的纸上掷
[image: image518.wmf]n

次，观察针与平行线相交的次数，记为
[image: image519.wmf]m

，利用频率来估计概率，得到
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令上述两种方法得到的结果相等，即

[image: image521.wmf]2
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解得

[image: image522.wmf]2
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而针长
[image: image523.wmf]l

、间距
[image: image524.wmf]d

是确定的，因此，只要做投针试验得到
[image: image525.wmf]m

和
[image: image526.wmf]n

，就能求出
[image: image527.wmf]π

的值. 

历史上有一些学者亲自做过这个试验，表1.2是有关资料. 

表1.2  蒲丰投针试验

	试 验 者
	时  间
	投掷次数
	相交次数
	圆周率估计值

	Wolf
	1850年
	5000
	2532
	3.1596

	Smith
	1855年
	3204
	1218.5
	3.1554

	C.De Morgan
	1860年
	600
	382.5
	3.137

	Fox
	1884年
	1030
	489
	3.1595

	Lazzerini
	1901年
	3408
	1808
	3.1415929

	Reina
	1925年
	2520
	859
	3.1795


蒲丰模型的出现不仅求出了
[image: image528.wmf]p

的近似值，而且具有更为深远的意义——由此产生了一种新的方法，即利用统计试验求解问题的Monte Carlo(蒙特卡洛)方法. 
以上求解过程体现了Monte Carlo方法的基本思想. 首先建立一个概率模型，然后通过模拟统计试验，即多次随机抽样试验确定试验总次数
[image: image529.wmf]n

和某事件发生的次数
[image: image530.wmf]m

，统计出该事件发生的频率. 只要试验次数足够多，该频率便可近似代替事件发生的概率. 这实际上就是概率的统计定义. 最后利用建立的概率模型，求出要估计的参数. 

§1.4  条 件 概 率

一般来讲，条件概率就是已知某一事件发生这一条件下，另一事件发生的概率. 前面所讲的概率，除了对随机试验
[image: image531.wmf]E

的外在条件有一定的要求外(比如掷骰子，要求骰子是绝对的正方体；抛硬币，要求硬币质地均匀)，没有其他的任何条件，可以称之为“无条件概率”. 但常说的条件概率，是指有另外附加的条件，其形式可以归结为“已知某事件发生了”. 

1.4.1  条件概率的定义

引例  有三张奖券，其中只有一张有奖，三名同学依次抽取，那么最后一名同学中奖的概率为多少？若已知第一名同学没有中奖，则最后一名同学中奖的概率为多少.
解  记 Y 为有奖奖券，
[image: image532.wmf]N

为没有奖的奖券，则样本空间
[image: image533.wmf]{YNN,NYN,NNY}
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. 设
[image: image534.wmf]i
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{第i名同学中奖}(
[image: image535.wmf]1,2,3
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)，显然
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，

若已知第一名同学没有中奖，那么样本空间的样本点
[image: image537.wmf]YNN

必不会出现，相当于样本空间缩小了，变为
[image: image538.wmf]{NYN,NNY}
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，此时的概率记为
[image: image539.wmf]31
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上述两个概率虽然都是求第三名同学中奖的概率，但最终结果完全不同，它们的区别在于第一个概率是无条件概率；而第二个概率是在第一名同学未中奖的条件下发生的概率，是条件概率. 

那么条件概率如何计算呢？下面以古典概型为例，探讨一下条件概率的计算公式. 设一古典概型随机试验样本空间有
[image: image541.wmf]N

个样本点，其中事件
[image: image542.wmf]A

、
[image: image543.wmf]B

分别包含
[image: image544.wmf]1

M

和
[image: image545.wmf]2

M

个样本点，
[image: image546.wmf]A

与
[image: image547.wmf]B

有
[image: image548.wmf]12

M

个公共的样本点，即事件
[image: image549.wmf]AB

所包含样本点的个数为
[image: image550.wmf]12

M

个. 若给定事件
[image: image551.wmf]A

已经发生，则所需考虑的由原先的
[image: image552.wmf]N

个可能结果减少到现在
[image: image553.wmf]1

M

个可能结果，其中只有
[image: image554.wmf]12
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个试验结果能使事件
[image: image555.wmf]B

发生，故
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定义1.4.1  设
[image: image557.wmf]A

、
[image: image558.wmf]B

是两个随机事件，
[image: image559.wmf]()0
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为在事件
[image: image561.wmf]A

发生的条件下事件
[image: image562.wmf]B

发生的条件概率. 

例1.4.1  统计资料显示，某航空公司的飞机准时起飞的概率
[image: image563.wmf]()0.83
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=

，准时到达目的地的概率
[image: image564.wmf]()0.82
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=

，准时起飞且准时到达目的地的概率
[image: image565.wmf]()0.78
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(1) 已知一架飞机准时起飞，求它准时到达目的地的概率；
(2) 已知一架飞机准时到达目的地，求它准时起飞的概率. 

解  (1) 
[image: image566.wmf]()0.78
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例1.4.2  设
[image: image568.wmf]A

,
[image: image569.wmf]B

,
[image: image570.wmf]C

是随机事件，
[image: image571.wmf]A

与
[image: image572.wmf]C

互不相容，
[image: image573.wmf]1

()

2

PAB

=

，
[image: image574.wmf]1

()

3

PC

=

，求
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解  根据条件概率的定义，
[image: image576.wmf]()
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1.4.2  条件概率
[image: image583.wmf](|)
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的性质

条件概率
[image: image584.wmf](|)
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有非负性、规范性和可列可加性三条性质. 

(1) 非负性：对任意的事件B，
[image: image585.wmf](|)0
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.

(2) 规范性：
[image: image586.wmf](|)1
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(3) 可列可加性：对任意一列两两互斥的事件
[image: image587.wmf](1,2,)
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因此，条件概率仍然是一种概率，也具有有限可加性、减法公式、加法公式等无条件概率所具有的一些性质. 如对任意的
[image: image589.wmf]12
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，有 

(1) 
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(3) 若
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例 1.4.3  对保险公司来说，如果保费收得太少，获利将会减少；如果保费收得太多，参保的人数减少，获利也会减少. 因此，对保险公司来说，了解不同年龄段投保对象的死亡率是非常有必要的. 某人寿保险公司需要知道存活到某一年龄段的人在下一年仍然活着的概率. 根据统计资料可知，某城市的人由出生活到50岁的概率为0.907，活到51岁的概率为0.901. 求现在已经50岁的人能活到51岁的概率. 

解  设事件
[image: image593.wmf]A
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{活到50岁}，事件
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{活到51岁}，
[image: image595.wmf]()0.907,()0.901.

PAPB

==

 
显然，
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，因此
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1.4.3  乘法公式

由条件概率定义1.4.1可得，当
[image: image599.wmf]()0
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时，有
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及当
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时，
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上述两式称为乘法公式. 

推广  
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特别地，对于三个事件，有 
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乘法公式通常用于计算多个事件同时发生的概率. 

例 1.4.4  从52张扑克牌(不包括大小王)中不放回地连续取出3张牌. 事件
[image: image608.wmf]A

表示“第一张抽到红色A”，事件
[image: image609.wmf]B

表示“第二张抽到10或J”，事件
[image: image610.wmf]C

表示“第三张抽到的牌的数字大于3且小于7”，求
[image: image611.wmf]()
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解  
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由乘法公式可得
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例 1.4.5  设罐子中有
[image: image614.wmf]b

个黑球、
[image: image615.wmf]r

个红球，每次随机取出一个球，取出后将原球放回，并同时加进
[image: image616.wmf]c

个与所取球同色的球和
[image: image617.wmf]d

个与所取球异色的球(这时罐子中就有
[image: image618.wmf]brcd

+++

个球了). 反复进行上述操作，其中
[image: image619.wmf]c

和
[image: image620.wmf]d

是任意的整数(
[image: image621.wmf]c

和
[image: image622.wmf]d

也可以取负数)，这就是著名的罐子模型. 

(1) 当
[image: image623.wmf]1
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[image: image624.wmf]0
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时，为无放回抽样. 此时前次抽取的结果会影响后次抽取的结果. 

(2) 当
[image: image625.wmf]0
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时，为有放回抽样. 此时前次抽取的结果不会影响后次抽取的结果. 

(3) 当
[image: image627.wmf]0
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，
[image: image628.wmf]0
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时，称为波利亚罐子模型，也称为传染病模型. 此时，每次取出球后，会增加下一次取到同色球的概率(每次发现一名传染病患者，以后都会增加再传染的概率). 

(4) 当
[image: image629.wmf]0
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，
[image: image630.wmf]0
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时，称为安全模型. 此模型由美国经济学家弗雷德曼提出. 每当发生了事故(红球被取出)后，安全工作就抓紧一些，下次发生事故(取出红球)的概率就减小；而当事故没有发生(黑球被取出)时，安全工作就放松一些，下次发生事故(取出红球)的概率就会增大. 

记事件
[image: image631.wmf]i

B

为“第i次取出的是黑球”，事件
[image: image632.wmf]j

R

为“第j次取出的是红球”，在上述4个模型中分别求出第一次取出黑球，第二次、第三次取出红球的概率. 

解  根据题意，即求
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1.4.4  全概率公式和贝叶斯公式

定义1.4.2  设
[image: image648.wmf]W

是随机试验
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的样本空间，
[image: image650.wmf]12

,,,

n

AAA

L

是
[image: image651.wmf]E

的一列随机事件，若
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则称
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为样本空间
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的一个有限划分. 

定理 1.4.1(全概率公式)  设
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[image: image658.wmf]()0

i

PA

>

，
[image: image659.wmf]1,2,,

in

=

L

，则对任一事件
[image: image660.wmf]B

，有  



[image: image661.wmf]1

 

()()(|)

n

ii

i

PBPAPBA

=

=

å

.
(1.4.6)

证  
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对任意
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于是



[image: image667.wmf]1

 

()()(|)

n

ii

i

PBPAPBA

=

=

å

. 


全概率公式是概率论一个非常重要的公式，它提供了计算复杂事件概率的一个有效途径. 根据全概率公式可以将样本空间划分中的每一个事件
[image: image668.wmf]i

A

看作导致事件
[image: image669.wmf]B

发生的所有可能的“原因”，事件
[image: image670.wmf]B

发生的概率是各个原因导致事件
[image: image671.wmf]B

发生的条件概率的加权平均. 

例1.4.6  有一批同一型号的产品，其中由甲厂生产的占30%，由乙厂生产的占50%，由丙厂生产的占20%. 又知甲、乙、丙三个厂的产品次品率分别为2%、1%、1%. 请问：从这批产品中任取一件，取到次品的概率是多少？
解  设事件
[image: image672.wmf]B

为“任取一件产品为次品”，事件
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  即
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其中
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故
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例 1.4.7  某村有甲、乙、丙三个小偷，每天晚上都会有一个小偷行窃. 根据过往的案件记录，可以推断小偷甲每晚作案的概率为0.6，小偷乙每晚作案的概率为0.3，小偷丙每晚作案的概率为0.1，并且还推断出甲的得手率为0.1，乙的得手率为0.5，丙的得手率为0.8. 求每天村子里有东西被偷的概率有多大.

解  设事件
[image: image681.wmf]B

={有东西被偷}，事件
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分别表示甲、乙、丙作案. 导致村子失窃这一事件发生的所有可能的原因为
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由全概率公式，得


[image: image687.wmf]112233

()(|)()(|)()(|)()

PBPBAPAPBAPAPBAPA

=++


                   
[image: image688.wmf]0.10.60.50.30.80.10.29.

=´+´+´=


[image: image935.png]


定理 1.4.2(贝叶斯公式)  设
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证
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例 1.4.8  (续例1.4.6)有一批同一型号的产品，其中由甲厂生产的占30%，由乙厂生产的占50%，由丙厂生产的占20%. 又知甲、乙、丙三个厂的产品次品率分别为2%、1%、1%. 若从这批产品中任取一件发现是次品，求此次品分别由甲、乙、丙厂生产的概率是多少.

解  设事件
[image: image697.wmf]B

为“任取一件为次品”，事件
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分别为产品由甲、乙、丙厂生产，即
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例1.4.9  (续例1.4.7)某村有甲、乙、丙三个小偷，每天晚上都会有一个小偷行窃. 根据过往的案件记录，可以推断小偷甲每晚作案的概率为0.6，小偷乙每晚作案的概率为0.3，小偷丙每晚作案的概率为0.1，并且还推断出甲的得手率为0.1，乙的得手率为0.5，丙的得手率为0.8. 若某天晚上发现村子里有东西被偷，求甲、乙、丙作案的概率各有多大.

解  继续用例1.4.7的符号，事件
[image: image706.wmf]B

 ={有东西被偷}，事件
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 表示甲、乙、丙作案. 已经知道事件
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发生，求哪个小偷作案的可能性最大，相当于已知结果找原因，或者说求每个原因导致村子失窃的概率有多大，即要求
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类似地
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可见，小偷乙作案的可能性最大. 

§1.5  随机事件的独立性

条件概率
[image: image715.wmf](|)
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通常来说与
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不相等. 通俗地说，事件
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是否发生的信息会改变对事件
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发生的把握. 只有当
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=
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时，这种信息才不会影响对于事件
[image: image721.wmf]B

的发生与否的推想. 这时称事件
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与事件
[image: image723.wmf]B

是独立的. 

例如，抛硬币两次，事件
[image: image724.wmf]A

={第一次正面向上}，事件
[image: image725.wmf]B

={第二次正面向上}，则



[image: image726.wmf]1

()(|)

2

PBPBA

==

. 


事件
[image: image727.wmf]A

、事件
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其中一个发生与否不影响另一件事件发生的可能性大小，事件
[image: image729.wmf]A

、事件
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独立. 此时
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于是得到
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定义1.5.1  对事件
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与事件
[image: image735.wmf]B
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则称事件
[image: image737.wmf]A

与事件
[image: image738.wmf]B

相互独立. 

例 1.5.1  (1) 从一副扑克牌(52张，去掉大小王)中随机抽取一张，事件
[image: image739.wmf]A

={出现黑桃} 和事件
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={出现K}从直观上看显然相互独立. 事实上，
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所以，事件
[image: image743.wmf]A

与事件
[image: image744.wmf]B

相互独立. 

(2) 投掷两颗骰子，事件
[image: image745.wmf]A

={第一颗骰子出现1点}，事件
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={第二颗骰子出现偶数点}，事件
[image: image747.wmf]A

和事件
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相互独立. 事实上，
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因此，事件
[image: image751.wmf]A

与事件
[image: image752.wmf]B

相互独立. 

但在实际应用中，两个事件是否独立通常不是根据定义1.5.1来判断的，而是根据两个事件的发生是否相互影响来判断的. 比如，甲、乙两人向同一目标射击，可以认为他们两人彼此互不影响，所以认为他们是否命中目标是相互独立的. 
定理 1.5.1  设事件
[image: image753.wmf]A

与事件
[image: image754.wmf]B

相互独立，则
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与
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由
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与
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相互独立. 

定理1.5.2  若事件
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因此，
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定义1.5.2(三个事件相互独立)  设
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则称事件
[image: image788.wmf],,

ABC

相互独立. 类似地，可以定义
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个事件相互独立. 

定义 1.5.3  设
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则称这
[image: image796.wmf]n

个事件相互独立. 

定义 1.5.4  设有
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个事件
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则称这
[image: image803.wmf]n

个事件是两两独立的. 

显然，若
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个事件
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相互独立，则它们一定两两独立；但反之，则不一定成立. 
[image: image937.png]


例 1.5.2  将一个匀质四面体的第一面染上红、黄、蓝三种颜色，将其他三个面分别染上红色、黄色、蓝色. 设
[image: image806.wmf]A

,
[image: image807.wmf]B

,
[image: image808.wmf]C

分别表示掷一次四面体红色(含有红色)、黄色(含有黄色)、蓝色(含有蓝色)的一面与桌面接触，则显然有            
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将上述各式综合，说明事件
[image: image814.wmf],,

ABC

两两独立，但不是相互独立. 

例 1.5.3  某学校为了预防某种疾病发生，每年都要对全校师生及员工抽血普查一次. 医务人员为了节省化验经费和时间，常将若干个血清样本混合在一起进行化验. 如果每个人的血清中含有该病毒的概率为0.4%，求100个人的混合血清中含有该病毒的概率. 
解  设
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是相互独立的，所求概率为
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例 1.5.4  所谓系统可靠性就是系统在规定的条件下和规定的时间内完成规定功能的能力，此能力的大小通常用可靠度(即概率)来衡量. 系统是由子系统或元件连接而成的. 常见的连接方式有如下几种：串联、并联、串并、并串及桥式系统. 如果系统中每个元件正常工作的可靠度
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设各个元件正常工作与否相互独立，试求上述各系统的可靠度. 

解  
(1) 串联系统(见图1.5)
[image: image821.jpg]



图1.5  串联系统

串联系统的可靠度
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(2) 并联系统(见图1.6)
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图1.6  并联系统

并联系统的可靠度
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(3) 串并系统(见图1.7)
[image: image825.jpg]



图1.7  先串后并系统(串并系统)

串并系统的可靠度
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(4) 并串系统(见图1.8)
[image: image828.jpg]



图1.8  先并后串系统(并串系统)

并串系统的可靠度
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(5) 桥式系统(见图1.9)

[image: image831.png]



图1.9  桥式系统

当第
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个元件能正常工作时，系统相当于并了串；当第
[image: image833.wmf]3

个元件不能正常工作时，系统相当于串了并. 记事件
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={系统能正常工作}，则由全概率公式，有
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§1.6  本 章 小 结

本章思维导图
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本章内容总结

[image: image938.png]@



1. 基本概念

(1) 样本空间、样本点、随机事件. 

(2) 事件的关系与运算：

事件是一个集合，因而事件之间的关系与运算和集合之间的关系与运算完全一致，只是事件的关系和运算有特殊的概率的含义. 

2. 随机事件的概率的定义与性质

(1) 概率：定义在样本空间上满足非负性、规范性和可列可加性的实值集合函数. 

(2) 概率的常用性质：

① 
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④ 对于任意
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3. 条件概率
(1) 条件概率的定义.

事件
[image: image843.wmf]B

在事件
[image: image844.wmf]A

发生的条件下的条件概率
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条件概率满足概率的三个条件：非负性、规范性、可列可加性. 因此，条件概率也具有概率所具有的一些性质. 

条件概率的计算一般有两种方法：由条件概率的公式或由
[image: image846.wmf](|)
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的实际意义按古典概型计算. 

(2) 乘法公式.
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其中，
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. 乘法公式一般用于计算多个事件同时发生的概率. 
(3) 全概率公式.

设
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是样本空间
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全概率公式的主要用处在于，它可以将一个复杂事件的概率计算问题分解为若干个简单事件的概率计算问题，最后应用概率的可加性求出最终结果. 

(4) 贝叶斯公式.

已知事件
[image: image854.wmf]B

已经发生，要求出事件
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发生是由某种原因
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 对任意事件
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4. 事件的独立性

[image: image939.png]®



(1) 两个事件
[image: image864.wmf]A

与
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相互独立，从问题的实际意义理解，即为事件
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和事件
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出现的概率彼此互不影响. 
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与
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独立就是其中任何一个事件发生的概率不受另一个事件发生与否的影响. 判断事件的独立性一般有两种方法：①由定义判断；②按是否满足公式或由问题的性质从直观上去判断. 

(2) 
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个事件
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相互独立当且仅当任意
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个事件乘积的概率都等于这些事件概率的乘积. 
若
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个事件相互独立，则其中的任意
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个事件相互独立，同时
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个事件两两独立. 

习    题

1.1 一名工人生产了3个零件，以事件
[image: image876.wmf]i
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个零件是合格品，试用
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表示下列事件：

(1)  3个零件中只有第一个零件是合格品
[image: image880.wmf]1

()

B

；

(2)  3个零件中只有一个零件是合格品
[image: image881.wmf]2

()

B

；

(3) 第一个零件是合格品，但后两个零件中至少有一个是次品
[image: image882.wmf]3

()

B

；

(4)  3个零件中最多只有两个是合格品
[image: image883.wmf]4

()

B

；

(5)  3个零件都是次品
[image: image884.wmf]5
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B

. 

1.2 设随机事件
[image: image885.wmf],,

ABC

满足
[image: image886.wmf]CAB

É

，
[image: image887.wmf]CAB

É

，试证明
[image: image888.wmf]ACCBAB
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. 

1.3 一部共有4册的文集按任意次序放到书架上去，试问各册自右向左或自左向右恰成
[image: image889.wmf]1,2,3,4

的顺序的概率是多少.
1.4 将15名新生随机地平均分配到3个班级中去，这15名新生中有3名是优秀生. 问：(1) 每一个班级各分配到一名优秀生的概率是多少？(2) 3 名优秀生分配在同一个班级的概率是多少？
1.5 一个班级有
[image: image890.wmf]2

n

名男生和
[image: image891.wmf]2

n

名女生，把全班学生任意地分成人数相等的两组，求每组中男女生人数相等的概率. 

1.6 某城市有
[image: image892.wmf]N

部卡车，牌号从1到
[image: image893.wmf]N

.  有一个外地人到该城市，把遇到的
[image: image894.wmf]n

部车子的牌号抄下来(可能重复抄到某些牌号)，问抄到的最大号码正好为
[image: image895.wmf](1)

kkN
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≤

的概率是多少.

1.7 设有4人都以相同的概率进入6间房子的每一间，每间房子可容纳人数不限，求下列事件的概率：

(1) 
[image: image896.wmf]A

={某指定的4间房中各有一人}；

(2) 
[image: image897.wmf]B

={恰有4间房中各有一人}；

(3) 
[image: image898.wmf]C

={某指定的一间房中恰有
[image: image899.wmf]k

人}
[image: image900.wmf](1,2,3,4)
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1.8 设一人的生日在星期几是等可能的，求6人的生日都集中在一星期中任意两天但不是都在同一天的概率. 

1.9  (会面问题)甲、乙两人相约在0到T这段时间内于预定地点会面. 先到的人等候另一个人，经过t时间后离去. 设每人在0到T这段时间内各时刻到达该地点是等可能的，且两人到达的时刻相互独立. 求甲、乙两人会面的概率. 

1.10  10个号码
[image: image901.wmf]1,2,,10

L

装于一个袋中，从中任取3个，问从小到大排列且中间的号码恰好为5的概率. 

1.11 某厂有两台机床，甲机床发生故障的概率为0.1，乙机床发生故障的概率为0.2，两台机床同时发生故障的概率为0.05. 试求：

(1) 甲、乙机床至少有一台发生故障的概率；

(2) 甲、乙机床都不发生故障的概率；

(3) 甲、乙机床不都发生故障的概率；

(4) 甲机床发生故障、乙机床不发生故障的概率. 

1.12 设
[image: image902.wmf]11
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  在下列三种情况下，求
[image: image903.wmf]()

PBA

的值：

(1) 
[image: image904.wmf]A

与
[image: image905.wmf]B

互斥；(2)
[image: image906.wmf]AB
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；(3)
[image: image907.wmf]1
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1.13 一个盒子中装有5只产品，其中3只为一等品，2只为二等品，从中取产品两次，每次任取一只，不放回抽样. 事件
[image: image908.wmf]A

表示“第一次取到的是一等品”，事件
[image: image909.wmf]B

表示“第二次取到的是一等品”，求
[image: image910.wmf](|)
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. 

1.14  现有7张参观票，只有一张是免费票. 7人轮流抓阄，求第二个人抓到免费票的概率. 

1.15 某保险公司统计认为，人分为两类：一类是易出事故的人，他们一年出事故的概率为0.4；另一类人比较谨慎，他们出事故的概率为0.2. 假定第一类人占30%，那么

(1) 一位新客户在他购买保险后一年内出事故的概率是多少？

(2) 如果一位新客户在他购买保险后一年内出了事故，问他是易出事故的人的概率是多少.

1.16 某发报台分别以概率0.6和0.4发出信号“.”和“-”，由于通信系统受到干扰，当发报台发出信号“.”时，收报台未必收到信号信号“.”，而是分别以0.8和0.2的概率收到信号“.”和“-”；同样，当发报台发出信号“-”时，收报台分别以0.9和0.1的概率收到信号“-”和“.”. 如果收报台收到信号“.”，求它没收错的概率. 
1.17 已知每箱产品有10件，其中次品数从0到2是等可能的. 开箱检验时，从中依次抽取2件(不重复)，如果发现有次品，则拒收该箱产品. 试计算：

(1) 一箱产品通过验收的概率；

(2) 已知该箱产品通过验收，但该箱产品中有2件次品的概率. 

1.18 一产品的生产分4道工序完成，第一、二、三、四道工序生产的次品率分别为2%、3%、5%、3%. 若各道工序独立完成，求该产品的次品率. 

[image: image940.png]


1.19 设事件
[image: image911.wmf]A

与事件
[image: image912.wmf]B

相互独立，
[image: image913.wmf]()0.4()0.3
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1.20 设一个盒子中装有4张卡片，4张卡片上依次标有下列各组字母               


[image: image915.wmf],,,.
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现从盒子中任取一张卡片，用
[image: image916.wmf]i

A

表示“取到的卡片第
[image: image917.wmf]i

位上的字母为
[image: image918.wmf]X

”(
[image: image919.wmf]1,2,3
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)事件. 证明
[image: image920.wmf]123
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两两独立，但
[image: image921.wmf]123
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并不相互独立. 

1.21 某类产品的检验方案是这样规定的：在批量为100件的产品中任意取一件进行检查，如果是废品，就认为这批产品不合格而拒收；如果是正品，则再抽检一件，如果这次抽检出是废品，就拒收这批产品，如果这次抽检出的仍是正品，则会再抽检一次……如此继续进行最多 4 次，且每次抽检过的产品不再放回. 如果连续抽检4件产品都是正品，则认为这批产品合格而接收. 假定一批产品中有5%的废品，求这批产品被拒收的概率. 
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