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本书系统介绍了有关数据分析、机器学习和人工智能算法设计过程中数据表示、度量、建模、评价和求

解所要用到的最基础的数学知识,全书分为9章,在微积分、线性代数、概率论与数理统计等先修平台课程

基础上,进一步讲解线性空间与线性变换、矩阵分析、矩阵分解、矩阵计算问题、概率模型和参数估计、最优

化基础知识、最优性条件和对偶理论、优化算法、信息论基础等内容,夯实读者在大数据领域的数学理论

基础.
本书语言通俗易懂,侧重知识的理解与应用,既可作为普通本科院校数据科学与大数据技术、人工智

能、计算机应用技术等专业的教材,帮助学生掌握专业必备的数学工具,也能为从事大数据、人工智能相关

领域教学的教师及初入行业的技术人员提供参考,助力其快速把握数学知识在实际中应用的底层逻辑与

运用方法.
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  在大数据技术飞速发展的当下,数据已成为驱动社会经济发展的基础性战略资源,其应

用的深度与广度持续拓展,贯穿各行各业的数字化转型进程.无论是人工智能、机器学习等

前沿技术的突破,还是金融分析、生物信息学等交叉领域的创新,均以扎实的数学理论作为

底层支撑,数学已成为解锁大数据价值的核心钥匙.
本书紧扣数据科学与大数据技术及相关专业的教学目标,以“夯实基础、服务应用”为导

向,致力于帮助学生构建系统且稳固的数学知识体系,为后续深入学习大数据核心技术、专
业进阶课程及开展实践创新筑牢根基.书中聚焦现代数据分析与机器学习所需的核心数学

知识,摒弃冗余理论,突出“实用、够用”原则,引导学生精准掌握关键内容,使其能熟练运用

数学工具拆解、分析各类数据处理算法的内在逻辑,为专业必修课与选修课的深度学习打下

坚实的数学理论基础.
全书共设9章,在充分衔接微积分、线性代数、概率论与数理统计等先修平台课程的基

础上,系统讲解线性空间与线性变换、矩阵分析、矩阵分解、矩阵计算问题、概率模型和参数

估计、最优化基础知识、最优性条件和对偶理论、优化算法、信息论基础等内容,形成适配应

用型人才培养需求的完整知识框架.
由于编者团队学识水平有限,书中难免存在疏漏与不妥之处,恳请各位读者不吝赐教、

批评指正,您的宝贵意见将是我们完善教材的重要动力.

编 者

2025年10月于大连
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第1章

线性空间与线性变换

  线性空间是由集合、数域和线性运算这三个要素共同构成的抽象化概念.空间向量、矩
阵、函数和数列等诸多对象都可以用线性空间的观点统一处理.线性变换是一个线性空间到

自身的保持线性运算(加法与数量乘法)的映射.线性空间提供“舞台”,线性变换则是“演
员”,两者结合构成了线性代数的核心框架.它们不仅是纯数学理论的基础,更是解决实际问

题(如数据降维、密码学)的重要工具,为现代科学和工程技术的发展提供了强大的数学

支撑.

1.1 线
 

性
 

空
 

间

1.1.1 线性空间的定义

  在介绍线性空间的定义之前,我们先看具体的例子.数域F 上的n 维向量空间Fn,定
义了两个向量的加法和数量乘法:

 

(a1,a2,…,an)+(b1,b2,…,bn)=(a1+b1,a2+b2,…,an +bn),

k(a1,a2,…,an)=(ka1,ka2,…,kan), k∈F,

而且这两种运算满足如下的运算规律,对于任意的α,β,γ∈Fn 以及任意k,l∈F,有

α+β=β+α, (α+β)+γ=α+(β+γ), α+0=α, α+(-α)=0,

1α=α, k(lα)=(kl)α, (k+l)α=kα+lα, k(α+β)=kα+kβ.
  再看一个例子,数域F 上的一元多项式集合F[x]中,定义了两个多项式的加法和数与

多项式的乘法,同样这两种运算满足如下的运算规律,对于任意的f(x),g(x),h(x)∈
F[x]以及任意k,l∈F,有

f(x)+g(x)=g(x)+f(x), (f(x)+g(x))+h(x)=f(x)+(g(x)+h(x)),

f(x)+0=f(x), f(x)+(-f(x))=0, 1f(x)=f(x), k(lf(x))=(kl)f(x),
(k+l)f(x)=kf(x)+lf(x), k(f(x)+g(x))=kf(x)+kg(x).

  定义1.1 设V 是一个非空集合,F 是一个数域,在集合V 中定义一种代数运算,称为

加法,即对于V 中任意两个元素α,β,在V 中都存在唯一的一个元素γ 与它们对应,称γ 为

α与β的和,记为γ=α+β;
 

在F 与V 的元素之间还定义了一种运算,称为数量乘法,即对

于V 中任意元素α与F 中任意元素k,在V 中都存在唯一的一个元素δ与它们对应,称δ为

k 与α的数量乘积,记为δ=kα.若加法和数量乘法还满足下述8条运算律,则称V 为数域F
上的线性空间.对于任意的α,β,γ∈V 以及任意k,l∈F,有

(1)
 

α+β=β+α;
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(2)
 

(α+β)+γ=α+(β+γ);
 

(3)
 

V 中存在元素0(称为V 的零元素),使得对于任意的α∈V,都有α+0=α;
 

(4)
 

V 中每一个元素α,都存在元素β∈V,使得α+β=0,称此β为α的负元素;
 

(5)
 

1α=α;
 

(6)
 

k(lα)=(kl)α;
 

(7)
 

(k+l)α=kα+lα;
 

(8)
 

k(α+β)=kα+kβ.
注1.1 (1)

 

凡满足以上8条运算律的加法及数量乘法统称为线性运算.
(2)

 

线性空间的元素也称为向量,线性空间也称向量空间,但这里的向量不一定是有序

数组.
(3)

 

若集合对于定义的加法和数乘运算不封闭,或者运算封闭但不满足8条运算律中

的任一条,则此集合就不能构成线性空间.
例1.1 数域F 上的次数小于n 的多项式的全体,再添上零多项式组成集合V,按多项

式的加法和数量乘法构成数域F 上的一个线性空间,常用F[x]n 表示,即

F[x]n ={an-1x
n-1+an-2x

n-2+…+a1x+a0|an-1,an-2,…,a1,a0∈F}.
  例1.2 数域F 上m×n 矩阵的全体组成集合V,按矩阵的加法和数量乘法,构成数域

F 上的一个线性空间,用Fm×n 表示.
例1.3 任—数域F 按照自身的加法与乘法构成一个数域F 上的线性空间.
例1.4 全体实函数构成的集合V,按函数的加法和数与函数的乘法,构成实数域RR上

的一个线性空间.
例1.5 全体正实数RR+,∀a,b∈RR+,∀k∈RR,加法与数量乘法定义为

(1)
 

a􀱇b=logab,k􀳱a=a
k;

 

    (2)
 

a􀱇b=ab,k􀳱a=ak.
判断RR+是否构成实数域RR上的线性空间.

解 (1)
 

RR+不构成实数域RR上的线性空间.因为􀱇不封闭,如2􀱇
1
2=log2

1
2=-1∉RR

+.

(2)
 

RR+构成实数域RR上的线性空间.首先,RR+ ≠⌀且加法和数量乘法对RR+是封闭的.
事实上,∀a,b∈RR+,a􀱇b=ab∈RR+且ab 唯一确定;

 

∀a∈RR+,∀k∈RR,k􀳱a=ak∈RR+

且ak 唯一确定.
其次,加法和数量乘法满足以下8条运算律:

 

①
 

∀a,b∈RR+,a􀱇b=ab=ba=b􀱇a;
 

②
 

∀a,b∈RR+,(a􀱇b)􀱇c=(ab)􀱇c=(ab)c=a(bc)=a􀱇(bc)=a􀱇(b􀱇c);
 

③
 

∀a∈RR+,1∈RR+,a􀱇1=a1=a,即1是零元;
 

④
 

∀a∈RR+,存在1
a∈RR

+使得a􀱇
1
a=a

1
a=1

,即a 的负元素是1
a
;

 

⑤
 

∀a∈RR+,1􀳱a=a1=a;
 

⑥
 

∀a∈RR+,∀k,l∈RR,k􀳱(l􀳱a)=k􀳱al=(al)k=alk=akl=(kl)􀳱a;
 

⑦
 

∀a∈RR+,∀k,l∈RR,(k+l)􀳱a=ak+l=akal=ak􀱇al=(k􀳱a)􀱇(l􀳱a);
 

⑧
 

∀a,b∈RR+,∀k∈RR,k􀳱(a􀱇b)=k􀳱(ab)=(ab)k=akbk=ak􀱇bk=(k􀳱a)􀱇(k􀳱b).
综上所述,RR+构成实数域RR上的线性空间.
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1.1.2 线性空间的简单性质

性质1.1 线性空间V 的零元素是唯一的.
证明 假设线性空间V 有两个零元素01 和02,则有01=01+02=02. □
性质1.2 线性空间V 中任意元素α的负元素是唯一的,记为-α.
证明 假设α有两个负元素β和γ,则α+β=0=α+γ,所以

β=β+0=β+(α+γ)=(β+α)+γ=(α+β)+γ=0+γ=γ. □
  性质1.3 0α=0,k0=0,(-1)α=-α.

证明 0α+α=(0+1)α=α,两边加上-α即得0α=0;
 

kα=k(α+0)=kα+k0,两边

加上-kα即得k0=0;
 

α+(-1α)=(1α)+(-1α)=(1-1)α=0α=0,两边加上-α即得

(-1)α=-α. □
性质1.4 如果kα=0,那么k=0或α=0.
证明 假设k≠0,则α=(k-1k)α=k-1(kα)=k-10=0. □

1.2 线性空间的基与坐标

如何把线性空间的全体元素表示出来? 这些元素之间的关系又如何呢? 线性空间的构

造如何? 线性空间是抽象的,如何使其元素与具体的数发生联系,使其能用比较具体的数学

式子来表达? 怎样才能便于运算? 线性空间的基与坐标就是为解决这些问题而提出的

概念.

1.2.1 基、维数与坐标

定义1.2 设V 是数域F 上的线性空间,α1,α2,…,αr 是V 的r个向量.若存在r个不

全为零的数k1,k2,…,kr∈F,使得

k1α1+k2α2+…+krαr =0
成立,则称α1,α2,…,αr 是线性相关的.否则称α1,α2,…,αr 是线性无关的.

定义1.3 若线性空间V 中可找到任意多个线性无关的向量,则称V 是无限维线性空

间.若在线性空间V 中有n 个线性无关的向量,但任意n+1个向量都是线性相关的,则称

V 是一个n维线性空间,常记作dimV=n.
例1.6 对于任意的正整数n,都有n 个线性无关的向量1,x,x2,…,xn-1,故所有实

系数多项式构成的线性空间RR[x]是无限维的.
定义1.4 在n 维线性空间V 中,n 个线性无关的向量称为V 的一组基.
定义1.5 设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基且α∈V,若存在数a1,a2,…,an∈

F,使得α=a1ε1+a2ε2+…+anεn 成立,则数组a1,a2,…,an 称为α在基ε1,ε2,…,εn 下

的坐标,记为(a1,a2,…,an)
T.有时也形式地记为

α=(ε1,ε2,…,εn)

a1
a2
︙

an

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.
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  注1.2 向量α的坐标(a1,a2,…,an)

T 是被向量α和基ε1,ε2,…,εn 唯一确定的,即

α在基ε1,ε2,…,εn 下的坐标是唯一的.但是,在不同基下α的坐标一般是不同的.
定理1.1 若线性空间V 中的向量组α1,α2,…,αn 满足

(1)
 

α1,α2,…,αn 线性无关;
 

(2)
 

任意β∈V,都存在数k1,k2,…,kn∈F 使得β=k1α1+k2α2+…+krαr(称为β可

由向量组α1,α2,…,αn 线性表出).
则V 为n 维线性空间,α1,α2,…,αn 为V 的一组基.
证明 因α1,α2,…,αn 线性无关,故V 的维数至少为n.任取V 中n+1个向量

β1,β2,…,βn,βn+1,由(2)可知,β1,β2,…,βn,βn+1 可由向量组α1,α2,…,αn 线性表出.若

β1,β2,…,βn,βn+1 是线性无关的,则n+1≤n,矛盾.故V 中任意n+1个向量β1,β2,…,

βn,βn+1 是线性相关的.故V 为n 维线性空间,α1,α2,…,αn 为V 的一组基. □
注1.3 n 维线性空间V 的基不是唯一的,V 中任意n 个线性无关的向量都是V 的一

组基.
例1.7 已知三维几何空间RR3={(x,y,z)|x,y,z∈RR},ε1=(1,0,0),ε2=(0,1,0),

ε3=(0,0,1)是RR
3 的一组基;

 

α1=(1,1,1),α2=(1,1,0),α3=(1,0,0)也是RR3 的一组基.
一般地,向量空间Fn={(a1,a2,…,an)|ai∈F,i=1,2,…,n}是n 维的,且

ε1=(1,0,…,0),ε2=(0,1,…,0),…,εn =(0,…,0,1)

是Fn 的一组基,称为Fn 的标准基.
例1.8 证明:

 

(1)
 

线性空间F[x]n 是n维的,并且1,x,x2,…,xn-1为F[x]n 的一组基;
 

(2)
 

1,x-a,(x-a)2,…,(x-a)n-1 也为F[x]n 的一组基.
证明 (1)

 

首先,1,x,x2,…,xn-1 是线性无关的.
其次,对任意多项式f(x)=a0+a1x+…+an-1x

n-1∈F[x]n,显然f(x)可由

1,x,x2,…,xn-1 线性表出.所以,1,x,x2,…,xn-1 是F[x]n 的一组基,从而,线性空间

F[x]n 是n 维的.并且此时,f(x)=a0+a1x+…+an-1x
n-1 在基1,x,x2,…,xn-1 下的

坐标为(a0,a1,…,an-1).
(2)

 

首先,1,x-a,(x-a)2,…,(x-a)n-1 是线性无关的.
其次,对任意多项式f(x)∈F[x]n,按泰勒展开式有

f(x)=f(a)+f'(a)(x-a)+…+f(n-1)(a)
(n-1)!

(x-a)n-1,

由此可见,f(x)可由1,x-a,(x-a)2,…,(x-a)n-1 线性 表 出.因 此1,x-a,
(x-a)2,…,(x-a)n-1为F[x]n 的一组基.且f(x)在基1,x-a,(x-a)2,…,(x-a)n-1

下的坐标为 f(a),f'(a),…,
f(n-1)(a)
(n-1)!  . □

例1.9 求全体复数的集合CC看成复数域CC上的线性空间的维数与一组基;
 

若把CC视

为实数域RR上的线性空间呢?
解 复数域CC上的线性空间CC是一维的,数1就是它的一组基;

 

而实数域RR上的线性空

间CC为二维的,数1和i= -1就为它的一组基.
注1.4 任意数域F 视为它自身上的线性空间是一维的,数1就是它的一组基.
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例1.10 求数域F 上的线性空间F2×2 的维数和一组基.

解 令E11=
1 0
0 0  ,E12= 0 1

0 0  ,E21= 0 0
1 0  ,E22= 0 0

0 1  ,则易验证E11,E12,

E21,E22 是线性无关的.事实上,由

aE11+bE12+cE21+dE22=
0 0
0 0  解得,a b

c d  = 0 0
0 0  ,

所以a=b=c=d=0.

对任意矩阵A=
a11 a12
a21 a22  ∈F2×2,有A=a11E11+a12E12+a21E21+a22E22.所以

E11,E12,E21,E22 是 线 性 空 间 F2×2 的 一 组 基,并 且 F2×2 是 4 维 的.并 且,A =
a11 a12
a21 a22  在基E11,E12,E21,E22 下的坐标为(a11,a12,a21,a22)

T.

一般地,数域F 上的全体m×n 矩阵构成的线性空间Fm×n 为m×n 维的,令Eij 记为

第i行第j列为1,其余全为0的m×n 矩阵,那么{Eij|i=1,2,…,m;j=1,2,…,n}为

Fm×n 的一组基.并且对任意矩阵A=(aij)∈F
m×n,有A=∑

m

i=1
∑
n

j=1
aijEij.

例1.11 已知α1=(1,1,1,1)
T,α2=(1,1,-1,-1)

T,α3=(1,-1,1,-1)
T,α4=

(1,-1,-1,1)T 为线性空间F4 的一组基,求向量ξ=(1,2,1,1)T 在基α1,α2,α3,α4 下的

坐标.
解 设ξ=x1α1+x2α2+x3α3+x4α4,则有线性方程组

x1+x2+x3+x4=1,

x1+x2-x3-x4=2,

x1-x2+x3-x4=1,

x1-x2-x3+x4=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

解得x1=
5
4
,x2=

1
4
,x3=-

1
4
,x4=-

1
4.

所以向量ξ=(1,2,1,1)T 在基α1,α2,α3,α4 下的坐标为 5
4
,1
4
,-
1
4
,-
1
4  T.

1.2.2 基变换与坐标变换

定义1.6 设V 为数域F 上的n 维线性空间,ε1,ε2,…,εn 和ε'1,ε'2,…,ε'n是V 中的两

组基,若

ε'1=a11ε1+a21ε2+…+an1εn,

ε'2=a12ε1+a22ε2+…+an2εn,

     ︙

ε'n =a1nε1+a2nε2+…+annεn,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(1.1)

即



6     第1章 线性空间与线性变换 
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

(ε'1,ε'2,…,ε'n)=(ε1,ε2,…,εn)

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, (1.2)

则称矩阵A=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

为由基ε1,ε2,…,εn 到基ε'1,ε'2,…,ε'n 的过渡矩阵,称

(1.1)式或(1.2)式为由基ε1,ε2,…,εn 到基ε'1,ε'2,…,ε'n 的基变换公式.
性质1.5 过渡矩阵都是可逆矩阵.若由基ε1,ε2,…,εn 到基ε'1,ε'2,…,ε'n的过渡矩阵

为A,则由基ε'1,ε'2,…,ε'n 到基ε1,ε2,…,εn 的过渡矩阵为A-1.
性质1.6 若由基ε1,ε2,…,εn 到基ε'1,ε'2,…,ε'n 的过渡矩阵为A,由基ε'1,ε'2,…,ε'n

到基ε″1,ε″2,…,ε″n的过渡矩阵为B,则由基ε1,ε2,…,εn 到基ε″1,ε″2,…,ε″n的过渡矩阵为AB.
定义1.7 已知V 为数域F 上的n 维线性空间,ε1,ε2,…,εn 和ε'1,ε'2,…,ε'n 是V 中的

两组基,且由基ε1,ε2,…,εn 到基ε'1,ε'2,…,ε'n 的过渡矩阵为A,即
(ε'1,ε'2,…,ε'n)=(ε1,ε2,…,εn)A. (1.3)

  设ξ∈V 在基ε1,ε2,…,εn 与ε'1,ε'2,…,ε'n 下的坐标分别为(x1,x2,…,xn)
T 与

(x'1,x'2,…,x'n)
T,即

ξ=(ε1,ε2,…,εn)

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=(ε'1,ε'2,…,ε'n)

x'1
x'2
︙

x'n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

则

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=A

x'1
x'2
︙

x'n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, (1.4)

或

x'1
x'2
︙

x'n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=A-1

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

. (1.5)

则称(1.4)式或(1.5)式为向量ξ在基变换
 

(1.3)下的坐标变换公式.
例1.12 已知ε1=(1,0,…,0),ε2=(0,1,…,0),…,εn=(0,…,0,1)与η1=(1,1,…,1),

η2=(0,1,…,1),…,ηn=(0,…,0,1)是线性空间Fn 的两组基.求:
 

(1)由基ε1,ε2,…,εn

到基η1,η2,…,ηn 的过渡矩阵;
 

(2)由基η1,η2,…,ηn 到基ε1,ε2,…,εn 的过渡矩阵;
 

(3)向

量α=(a1,a2,…,an)
T 在基η1,η2,…,ηn 下的坐标.
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解 (1)
 

因

η1=ε1+ε2+…+εn,

η2=  ε2+…+εn,

   ︙

ηn =    εn,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

故(η1,η2,…,ηn)=(ε1,ε2,…,εn)

1 0 … 0
1 1 ⋱ ︙
︙ ︙ ⋱ 0
1 1 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

所以,由基ε1,ε2,…,εn 到基η1,η2,…,ηn 的过渡矩阵为

1 0 … 0
1 1 ⋱ ︙
︙ ︙ ⋱ 0
1 1 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  (2)
 

由基η1,η2,…,ηn 到基ε1,ε2,…,εn 的过渡矩阵为

1 0 … 0
1 1 ⋱ ︙
︙ ︙ ⋱ 0
1 1 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-1

=

1 0 0 … 0
-1 1 0 … 0
0 -1 1 ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 … 0 -1 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  (3)
 

因为向量α=(a1,a2,…,an)在基ε1,ε2,…,εn 下的坐标就是(a1,a2,…,an)
T,设

向量α=(a1,a2,…,an)在基η1,η2,…,ηn 下的坐标为(x1,x2,…,xn)
T,则

x1
x2
︙
xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

1 0 0 … 0
-1 1 0 … 0
0 -1 1 ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 … 0 -1 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a1
a2
︙
an

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

a1
a2-a1
︙

an -an-1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

所以向量α=(a1,a2,…,an)在基η1,η2,…,ηn 下的坐标为(a1,a2-a1,…,an-an-1)
T.

例1.13 已知

η1=(1,2,-1,0), η2=(1,-1,1,1), η3=(-1,2,1,1), η4=(-1,-1,0,1)

与μ1=(2,1,0,1),μ2=(0,1,2,2),μ3=(-2,1,1,2),μ4=(1,3,1,2)是线性空间F4 的两

组基,求由基η1,η2,η3,η4 到基μ1,μ2,μ3,μ4 的过渡矩阵.
解 取F4 的标准基ε1=(1,0,0,0),ε2=(0,1,0,0),ε3=(0,0,1,0),ε4=(0,0,0,1),

则有

(η1,η2,η3,η4)=(ε1,ε2,ε3,ε4)

1 1 -1 -1
2 -1 2 -1
-1 1 1 0
0 1 1 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

及

(μ1,μ2,μ3,μ4)=(ε1,ε2,ε3,ε4)

2 0 -2 1
1 1 1 3
0 2 1 1
1 2 2 2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
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从而

(μ1,μ2,μ3,μ4)=(η1,η2,η3,η4)

1 1 -1 -1
2 -1 2 -1
-1 1 1 0
0 1 1 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-12 0 -2 1
1 1 1 3
0 2 1 1
1 2 2 2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=(η1,η2,η3,η4)

1 0 0 1
1 1 0 1
0 1 1 1
0 0 1 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

所以,由基η1,η2,η3,η4 到基μ1,μ2,μ3,μ4 的过渡矩阵为

1 0 0 1
1 1 0 1
0 1 1 1
0 0 1 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

1.3 线性子空间

1.3.1 线性子空间的定义

  定义1.8 设V 为数域F 上的线性空间,集合W⊆V(W ≠⌀),若W 对于V 中的两种

运算也构成数域F 上的线性空间,则称W 为V 的一个线性子空间,简称子空间.
注1.5 (1)线性子空间也是数域F 上一个线性空间,也有基与维数的概念.(2)任一线

性子空间的维数不能超过整个空间的维数.(3)设V 为数域F 上的线性空间,只含零向量的

子集合W={0}是V 的一个线性子空间,被称为V 的零子空间.线性空间V 本身也是V 的

一个子空间.这两个子空间有时称为平凡子空间,而其他的子空间称为非平凡子空间.
定理1.2 设V 为数域F 上的线性空间,集合W⊆V(W≠⌀),若W 对于V 中的两种运算

封闭,即∀α,β∈W,有α+β∈W;
 

∀α∈W,∀k∈F,有kα∈W,则W 是V 的一个线性子空间.
例1.14 设V 为所有实函数在实数域RR上构成的线性空间,则RR[x]为V 的一个线性

子空间,RR[x]n 是RR[x]的一个线性子空间.
例1.15 n 元齐次线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn =0,

a21x1+a22x2+…+a2nxn =0,

︙

as1x1+as2x2+…+asnxn =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(1.6)

的全部解向量所构成的集合W,对于通常的向量加法和数量乘法构成的线性空间是n 维向

量空间Fn 的一个子空间,称W 为方程组(1.6)的解空间.
注1.6 (1)方程组(1.6)的解空间W 的维数等于n-R(A),其中A 为方程组的系数矩

阵,R(A)为矩阵A 的秩;
 

(2)方程组(1.6)的一个基础解系就是解空间W 的一组基.
例1.16 判断Fn 的下列子集合哪些是子空间:

 

W1={(x1,x2,…,xn)|x1+x2+…+xn =0,xi ∈F};
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W2={(x1,x2,…,xn)|x1+x2+…+xn =1,xi ∈F};
 

W3={(x1,x2,…,xn-1,0)|xi ∈F,i=1,2,…,n-1}.
若为Fn 的子空间,求出其维数与一组基.

解 W1 和W3 是Fn 的子空间,而W2 不是Fn 的子空间.
事实上,W1 是n 元齐次线性方程组

x1+x2+…+xn =0 (1.7)
的解空间,所以dim(W1)=n-1.方程组(1.7)的一个基础解系η1=(1,-1,0,…,0),

η2=(1,0,-1,0,…,0),…,ηn-1=(1,0,…,0,-1)是W1 的一组基.
而在W2 中任取两个向量α=(x1,x2,…,xn)和β=(y1,y2,…,yn),则

α+β=(x1+y1,x2+y2,…,xn +yn),
但(x1+y1)+(x2+y2)+…+(xn+yn)=(x1+x2+…+xn)+(y1+y2+…+yn)=

1+1=2,即α+β∉W2,故W2 不是Fn 的子空间.
下证W3 是Fn 的子空间.
首先,因为0=(0,0,…,0)∈W3,所以W3≠⌀.其次,任取α=(x1,x2,…,xn-1,0)∈

W3,β=(y1,y2,…,yn-1,0)∈W3及k∈F,则α+β=(x1+y1,x2+y2,…,xn-1+yn-1,0)

∈W3 及kα=(kx1,kx2,…,kxn-1,0)∈W3,故W3 是Fn 的一个子空间,且dim(W3)=
n-1,{εi=(0,…,0,1

i
,0,…,0)|i=1,2,…,n-1}是W3 的一组基.

1.3.2 生成子空间

定义1.9 设V 为数域F 上的线性空间,α1,α2,…,αr∈V,则子空间

W ={k1α1+k2α2+…+krαr|ki ∈F,i=1,2,…,r}
称为V 的由α1,α2,…,αr 生成的子空间,记为L(α1,α2,…,αr),称α1,α2,…,αr 为子空间

L(α1,α2,…,αr)的一组生成元.
例1.17 已知ε1=(1,0,…,0),ε2=(0,1,…,0),…,εn=(0,…,0,1)是线性空间Fn

的一组基,对于任意α =(a1,a2,…,an)∈Fn 有α =a1ε1+a2ε2+…+anεn,故 Fn=
L(ε1,ε2,…,εn).事实上,任一有限维线性空间都可由它的一组基生成.

类似地,有
F[x]n =L(1,x,x2,…,xn-1)={a0+a1x+…+an-1x

n-1|a0,a1,…,an-1∈F}.
  注1.7 (1)

 

生成子空间L(α1,α2,…,αr)的维数等于向量组α1,α2,…,αr 的秩,即
dim(L(α1,α2,…,αr))=R(α1,α2,…,αr).

  (2)
 

设α1,α2,…,αr 是线性空间V 中不全为零的一组向量,αi1
,αi2
,…,αis

(s≤r)是它

的一个极大无关组,则L(α1,α2,…,αr)=L(αi1
,αi2
,…,αis

).
定理1.3(扩基定理) 设W 为n 维线性空间V 的一个m 维子空间,α1,α2,…,αm 为W

的一组基,则这组基向量必定可扩充为V 的一组基,即在V 中必定可找到n-m 个向量

αm+1,αm+2,…,αn 使得α1,α2,…,αn 为V 的一组基.
证明 对n-m 作数学归纳.首先,当n-m=0,即n=m 时,α1,α2,…,αm 就是V 的

一组基.其次,假设当n-m=k时结论成立,下面考虑n-m=k+1的情形.
既然α1,α2,…,αm 还不是V 的一组基,并且它还是线性无关的,那么在V 中一定存在
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一个向量αm+1不能被α1,α2,…,αm 线性表出,因此α1,α2,…,αm,αm+1 必定线性无关.由此

可知子空间L(α1,α2,…,αm,αm+1)是m+1维的且n-(m+1)=(n-m)-1=(k+1)-1=
k,由归纳假设,子空间L(α1,α2,…,αm,αm+1)的基α1,α2,…,αm,αm+1 可以扩充为整个空

间V 的一组基.因此,当n-m=k+1时结论成立,由数学归纳法可证定理成立. □
例1.18 设α1=(1,-1,2,4),α2=(0,3,1,2),α3=(3,0,7,14),α4=(1,-1,2,0),

α5=(2,1,5,6),求L(α1,α2,α3,α4,α5)的维数与一组基.
解 对以α1,α2,α3,α4,α5 为列向量的矩阵A 作初等行变换

A=

1 0 3 1 2
-1 3 0 -1 1
2 1 7 2 5
4 2 14 0 6

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

~

1 0 3 1 2
0 1 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=B,

由B 知,α1,α2,α4 为α1,α2,α3,α4,α5 的一个极大线性无关组,故L(α1,α2,α3,α4,α5)的维

数为3,且α1,α2,α4 就是L(α1,α2,α3,α4,α5)的一组基.

1.3.3 子空间的交、和与直和

本节介绍子空间的两种运算:
 

子空间的交与和,以及子空间和的一个重要特殊情形,即
子空间的直和.

定理1.4 若V1,V2 为线性空间V 的两个子空间,则它们的交V1∩V2 也为V 的子

空间.
证明 首先,由0∈V1,0∈V2 知0∈V1∩V2,故V1∩V2 是非空的.其次,若α,β∈

V1∩V2,即α,β∈V1 且α,β∈V2,则α+β∈V1 且α+β∈V2,因此α+β∈V1∩V2.对数量

乘法可类似地证明.所以V1∩V2 也为V 的子空间. □
定义1.10 设V1,V2 为线性空间V 的子空间,称子集{α|α=α1+α2,α1∈V1,α2∈

V2}为V1 与V2 的和,并记为V1+V2.
定理1.5 若V1,V2 为线性空间V 的两个子空间,则它们的和V1+V2 也为V 的子

空间.
证明 首先,由0∈V1,0∈V2 知0∈V1+V2,故V1+V2 是非空的.其次,若α,β∈

V1+V2,即α=α1+α2,且α1∈V1,α2∈V2 及β=β1+β2,且β1∈V1,β2∈V2,则α+β=
(α1+β1)+(α2+β2).又因V1,V2 为线性空间V 的子空间,故α1+β1∈V1 及α2+β2∈V2,
因此α+β∈V1+V2.类似地,kα=kα1+kα2∈V1+V2.所以V1+V2 为V 的子空间. □

关于两个子空间的交与和的维数,有以下的维数定理(证明略).
定理1.6(维数公式) 若V1,V2 为线性空间V 的两个子空间,则

dim(V1)+dim(V2)=dim(V1+V2)+dim(V1∩V2).
  定义1.11 设V1,V2 为线性空间V 的子空间,若和V1+V2 中的每个向量α的分解式

α=α1+α2, 其中α1∈V1,α2∈V2
是唯一的,则这个和称为直和,并记为V1􀱇V2.

定理1.7 和V1+V2 是直和的充分必要条件为等式α1+α2=0,其中α1∈V1,α2∈V2
只有在α1=α2=0时才成立.

证明 定理的条件实际上为零向量的分解式是唯一的,这个条件显然是必要的,下面证
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明该条件是充分的.
设α∈V1+V2 有两个分解式,即α=α1+α2,且α1∈V1,α2∈V2 及α=β1+β2,且β1∈

V1,β2∈V2,则(α1-β1)+(α2-β2)=0,其中α1-β1∈V1 及α2-β2∈V2.由定理条件有

α1-β1=0,α2-β2=0,因此α1=β1,α2=β2.即α的分解式是唯一的.所以V1+V2是直和.□
推论 和V1+V2 是直和的充分必要条件为V1∩V2={0}.
证明 充分性 设有等式α1+α2=0,α1∈V1,α2∈V2,则α1=-α2∈V1∩V2,由条件

得α1=α2=0,由定理1.7知V1+V2 是直和.
必要性 任取α∈V1∩V2,那么零向量可表示成0=α+(-α),其中α∈V1,-α∈V2.

由直和有α=-α=0,即V1∩V2={0}. □
定理1.8 设V1,V2 为线性空间V 的子空间,令W=V1+V2,则W=V1􀱇V2 的充分

必要条件为dim(W)=dim(V1)+dim(V2).
证明 由定理1.6有dim(V1)+dim(V2)=dim(W)+dim(V1∩V2),再由定理1.7的

推论知V1+V2 是直和的充分必要条件为V1∩V2={0},这与dim(V1∩V2)=0是等价的,
也就与dim(W)=dim(V1)+dim(V2)等价. □

1.4 线
 

性
 

变
 

换

1.4.1 线性变换的定义与性质

  定义1.12 设V 为数域F 上的线性空间,若映射σ:
 

V→V 满足对于任意α,β∈V,k∈
F 有

σ(α+β)=σ(α)+σ(β), σ(kα)=kσ(α),
则称σ为线性空间V 上的线性变换.

注1.8 (1)
 

单位变换(恒等变换)E:
 

V→V 定义为对于任意α∈V,E(α)=α;
 

(2)
 

零变换0:
 

V→V 定义为对于任意α∈V,0(α)=0;
 

(3)
 

由数k决定的数乘变换K:
 

V→V 定义为对于任意α∈V,K(α)=kα.
例1.19 设线性空间V=RR2,把V 中每一个向量绕坐标原点逆时针旋转θ角,这就是

一个线性变换,用Tθ 表示,即Tθ:
 

RR2→RR2,
x
y  → x'

y'  = cosθ -sinθ
sinθ cosθ  x

y  .
例1.20 设线性空间V=F[x]或F[x]n,映射D:

 

V→V 定义为D(f(x))=f'(x),
∀f(x)∈V,则D 为线性空间V 上的线性变换.

例1.21 记C(a,b)为闭区间[a,b]上全体实连续函数构成的线性空间,定义映射

J:
 

C(a,b)→C(a,b),J(f(x))=∫
x

a
f(t)dt,∀f(x)∈C(a,b),则J 为线性空间C(a,b)

上的线性变换.
性质1.7 设σ为线性空间V 上的线性变换,则σ(0)=0,σ(-α)=-σ(α).
性质1.8 设σ为线性空间V 上的线性变换,若β=k1α1+k2α2+…+krαr,则

σ(β)=k1σ(α1)+k2σ(α2)+…+krσ(αr).
  性质1.9 设σ为线性空间V 上的线性变换,若向量组α1,α2,…,αr 线性相关,则向量

组σ(α1),σ(α2),…,σ(αr)也线性相关.
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注1.9 性质1.9说明线性变换将线性相关向量组变成线性相关向量组,但是线性变

换不一定将线性无关向量组变成线性无关向量组,例如零变换.

1.4.2 线性变换的运算

1.
 

线性变换的加法

  定义1.13 设σ,τ为线性空间V 上的两个线性变换,定义它们的和σ+τ为

(σ+τ)(α)=σ(α)+τ(α), ∀α∈V,
则σ+τ也是V 的线性变换.

定义1.14 设σ为线性空间V 上的线性变换,定义变换-σ为

(-σ)(α)=-σ(α), ∀α∈V,
则-σ也是V 上的线性变换,被称为σ的负变换.

性质1.10 设σ,τ,δ为线性空间V 上的三个线性变换,则线性变换的加法满足:
 

(1)
 

交换律,即σ+τ=τ+σ;
 

(2)
 

结合律,即(σ+τ)+δ=σ+(τ+δ);
 

(3)
 

具有零元,即0+σ=σ+0=σ,其中0为零变换;
 

(4)
 

具有负元,即σ+(-σ)=(-σ)+σ=0.

2.
 

线性变换的数量乘法

定义1.15 设σ为线性空间V 上的线性变换,k∈F,定义k与σ的数量乘法kσ为

(kσ)(α)=kσ(α), ∀α∈V,
则kσ也是V 的线性变换.

性质1.11 设σ,τ为线性空间V 上的两个线性变换,k,l∈F,则有

(1)
 

(kl)σ=k(lσ);
 

(2)
 

(k+l)σ=kσ+lσ;
 

(3)
 

k(σ+τ)=kσ+kτ;
 

(4)
 

1σ=σ.
注1.10 线性空间V 上的全体线性变换所构成的集合,对于线性变换的加法与数量乘

法构成数域F 上的一个线性空间,记为L(V).

3.
 

线性变换的乘积

定义1.16 设σ,τ为线性空间V 上的两个线性变换,定义它们的乘积στ为

(στ)(α)=σ(τ(α)), ∀α∈V,
则στ也是V 上的线性变换.

性质1.12 设σ,τ,δ为线性空间V 上的三个线性变换,E 为单位变换,则线性变换的

乘积满足(1)结合律,即(στ)δ=σ(τδ);
 

(2)Eσ=σE=σ;
 

(3)一般地,στ≠τσ.
例1.22 对于线性空间RR[x]的两个线性变换

D(f(x))=f'(x), J(f(x))=∫
x

0
f(t)dt,

它们的乘积(DJ)(f(x))=D∫
x

0
f(t)dt  =f(x),即DJ=E,而(JD)(f(x))=J(f'(x))=

∫
x

0
f'(t)dt=f(x)-f(0),所以DJ≠JD.
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例1.23 设A,B∈Fn×n 为两个取定的矩阵,定义变换σ(X)=AX 和τ(X)=XB,
∀X∈Fn×n,则σ,τ都是线性空间Fn×n 的线性变换.并且∀X∈Fn×n,有

στ(X)=σ(τ(X))=σ(XB)=A(XB)=AXB,

τσ(X)=τ(σ(X))=τ(AX)=(AX)B=AXB,
所以στ=τσ.

4.
 

线性变换的逆

定义1.17 设σ为线性空间V 上的线性变换,若存在V 上的变换τ使得στ=τσ=E,
则称σ为可逆变换,且τ称为σ的逆变换,记为σ-1.

性质1.13 设σ为线性空间V 上的线性变换,
(1)

 

若σ可逆,则逆变换σ-1 也是线性变换;
 

(2)
 

σ可逆当且仅当σ是一一对应;
 

(3)
 

设ε1,ε2,…,εn 是V 的一组基,则σ可逆当且仅当σ(ε1),σ(ε2),…,σ(εn)线性无关.

1.4.3 线性变换的矩阵表示

设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基,σ为V 上的线性变换,则对于任意ξ∈V,存在

唯一的一组数k1,k2,…,kn∈F 使得ξ=k1ε1+k2ε2+…+knεn,因此

σ(ξ)=k1σ(ε1)+k2σ(ε2)+…+knσ(εn).
由此可知,σ(ξ)是由σ(ε1),σ(ε2),…,σ(εn)完全确定的.所以要求V 中任一向量在σ下的

像,只需求出V 的一组基在σ下的像即可.
引理1.1 设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基,σ,τ 为V 上的两个线性变换,若

σ(εi)=τ(εi)(i=1,2,…,n),则σ=τ.
引理1.2 设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基,对V 中任意n 个向量α1,α2,…,

αn,都存在线性变换σ使得σ(εi)=αi(i=1,2,…,n).
由引理1.1和引理1.2可得如下结论.
定理1.9 设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基,对V 中任意n 个向量α1,α2,…,

αn,存在唯一的线性变换σ使得σ(εi)=αi(i=1,2,…,n).
定义1.18 设ε1,ε2,…,εn 是线性空间V 的一组基,σ为V 上的线性变换,基向量的

像可由基线性表出为

σ(ε1)=a11ε1+a21ε2+…+an1εn,

σ(ε2)=a12ε1+a22ε2+…+an2εn,

       ︙

σ(εn)=a1nε1+a2nε2+…+annεn,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

用矩阵表示即为

σ(ε1,ε2,…,εn)=(σ(ε1),σ(ε2),…,σ(εn))=(ε1,ε2,…,εn)A,

其中A=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,矩阵A 称为线性变换σ在基ε1,ε2,…,εn 下的矩阵.
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注1.11 (1)
 

矩阵A 的第i列是σ(εi)在基ε1,ε2,…,εn 下的坐标,它是唯一的,故线

性变换σ在一组基下的矩阵是唯一的.
(2)

 

单位变换在任意一组基下的矩阵皆为单位矩阵;
 

零变换在任意一组基下的矩阵皆

为零矩阵;
 

数乘变换在任意一组基下的矩阵皆为数量矩阵.
例1.24 设线性空间F3 的线性变换为σ(x1,x2,x3)=(x1,x2,x1+x2),求σ在标准

基ε1,ε2,ε3 下的矩阵.
解 因为

σ(ε1)=σ(1,0,0)=(1,0,1)=ε1+0ε2+ε3,

σ(ε2)=σ(0,1,0)=(0,1,1)=0ε1+ε2+ε3,

σ(ε3)=σ(0,0,1)=(0,0,0)=0ε1+0ε2+0ε3,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故σ在标准基ε1,ε2,ε3 下的矩阵为

1 0 0
0 1 0
1 1 0  .

例1.25 设ε1,ε2,…,εm(m<n)是n 维线性空间V 的m 维子空间W 的一组基,把它

扩充为V 的一组基ε1,ε2,…,εn,在线性空间V 上定义线性变换σ为

σ(εi)=εi,i=1,2,…,m,

σ(εi)=0, i=m+1,…,n, 
即σ(ε1,ε2,…,εn)=(ε1,ε2,…,εn)diag(1,…,1,0,…,0),其中diag(1,…,1,0,…,0)是主

对角线上恰有m 个1,n-m 个0的对角矩阵,称这样的线性变换σ为线性空间V 对子空间

W 的投影.
定理1.10 设ε1,ε2,…,εn 是数域F 上线性空间V 的一组基,在这组基下,V 的每一

个线性变换都与Fn×n 中的唯一一个矩阵对应,并且具有以下性质:
 

(1)
 

线性变换的和对应于矩阵的和;
 

(2)
 

线性变换的乘积对应于矩阵的乘积;
 

(3)
 

线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量乘积;
 

(4)
 

可逆线性变换与可逆矩阵对应,且逆变换对应于逆矩阵.
定理1.11 设线性变换σ在基ε1,ε2,…,εn 下的矩阵为A,向量ξ∈V 在基ε1,ε2,…,

εn 下的坐标为(x1,x2,…,xn)
T,像σ(ξ)在基ε1,ε2,…,εn 下的坐标为(y1,y2,…,yn)

T,
则有

y1
y2
︙

yn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=A

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

  定理1.12 设线性空间V 上的线性变换σ 在两组基ε1,ε2,…,εn(Ⅰ)和η1,η2,…,

ηn(Ⅱ)下的矩阵分别为A 和B,且从基(Ⅰ)到基(Ⅱ)的过渡矩阵为X,则B=X-1AX.
例1.26 设ε1,ε2 为二维线性空间V 的一组基,V 上的线性变换σ在这组基下的矩阵

为A=
2 1
-1 0  ,η1,η2 为V 的另一组基,且(η1,η2)=(ε1,ε2)

1 -1
-1 2  .
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求:
 

(1)
 

σ在η1,η2 下的矩阵B;
 

(2)
 

Ak.
解 (1)

 

σ在基η1,η2 下的矩阵

B=
1 -1
-1 2  -1 2 1

-1 0  1 -1
-1 2  = 1 1

0 1  .

  (2)
 

由于B=X-1AX,有A=XBX-1,于是Ak=XBkX-1.所以

Ak =
1 -1
-1 2  1 1

0 1  k 1 -1
-1 2  -1

=
1 -1
-1 2  1 k

0 1  2 1
1 1  = k+1 k

-k -k+1  .

  例1.27 设η1=(-1,0,2),η2=(0,1,1),η3=(3,-1,0)为线性空间F3 的一组基,线
性变换σ定义为

σ(η1)=(-5,0,3),

σ(η2)=(0,-1,6),

σ(η3)=(-5,-1,9),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

求:
 

(1)
 

σ在标准基ε1,ε2,ε3 下的矩阵;
 

(2)
 

σ在基η1,η2,η3 下的矩阵.
解 (1)

 

由题可得

(η1,η2,η3)=(ε1,ε2,ε3)
-1 0 3
0 1 -1
2 1 0  def(ε1,ε2,ε3)X (1.8)

以及

σ(η1,η2,η3)=(ε1,ε2,ε3)
-5 0 -5
0 -1 -1
3 6 9  . (1.9)

设σ在标准基ε1,ε2,ε3 下的矩阵为A,即σ(ε1,ε2,ε3)=(ε1,ε2,ε3)A,故由(1.8)式得

σ(η1,η2,η3)=σ((ε1,ε2,ε3)X)=σ(ε1,ε2,ε3)X=(ε1,ε2,ε3)AX. (1.10)

对比(1.9)式与(1.10)式,可得AX=
-5 0 -5
0 -1 -1
3 6 9  ,所以

A=
-5 0 -5
0 -1 -1
3 6 9  X-1=

-5 0 -5
0 -1 -1
3 6 9  -1 0 3

0 1 -1
2 1 0  

-1

=
1
7

-5 20 -20
-4 -5 -2
27 18 24  .

  (2)
 

设σ在基η1,η2,η3 下的矩阵为B,则B=X-1AX,所以

B=
-1 0 3
0 1 -1
2 1 0  

-1 -5 0 -5
0 -1 -1
3 6 9  = 2 3 5

-1 0 -1
-1 1 0  .

习 题 1

1.
 

检验下列集合对于所指的线性运算是否构成实数域上的线性空间.如果是,给出证

明;
 

如果不是,说明理由.
(1)

 

全体n 阶实对称矩阵组成的集合V,对于矩阵的加法和数量乘法;
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(2)
 

平面上全体向量RR2,对于通常的向量加法,数量乘法定义为k􀳱α=0;
 

(3)
 

平面上全体向量RR2,对于通常的向量加法,数量乘法定义为k􀳱α=α.
2.

 

在线性空间F4 中,求由基ε1,ε2,ε3,ε4 到基η1,η2,η3,η4 的过渡矩阵,并求向量ξ在

所指基下的坐标.

(1)
 

ε1=(1,0,0,0),

ε2=(0,1,0,0),

ε3=(0,0,1,0),

ε4=(0,0,0,1),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  

η1=(2,1,-1,1),

η2=(0,3,1,0),

η3=(5,3,2,1),

η4=(6,6,1,3),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

ξ=(1,1,0,1)在基η1,η2,η3,η4 下的坐标;
 

(2)
 

ε1=(1,1,1,1),

ε2=(1,1,-1,-1),

ε3=(1,-1,1,-1),

ε4=(1,-1,-1,1),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  

η1=(1,1,0,1),

η2=(2,1,3,1),

η3=(1,1,0,0),

η4=(0,1,-1,-1),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

ξ=(1,0,0,-1)在基η1,η2,η3,η4 下的坐标.

3.
 

在线性空间F4 中,求由齐次线性方程组

3x1+2x2-5x3+4x4=0,

3x1-x2+3x3-3x4=0,

3x1+5x2-13x3+11x4=0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

确定的解空间的一组基与维数.
4.

 

设α1=(2,1,3,1),α2=(1,2,0,1),α3=(-1,1,-3,0),α4=(1,1,1,1),求由

αi(i=1,2,3,4)生成的子空间的维数与一组基.

5.
 

设A=
1 0 0
0 2 0
0 0 3  ,集合W={B∈F3×3|AB=BA},证明W 是F3×3 的一个子空间,

并求它的维数与一组基.
6.

 

检验下列变换是不是线性变换.如果是,给出证明;
 

如果不是,说明理由.
(1)

 

在线性空间RR3 中,变换σ(x1,x2,x3)=(2x1,x2,x2-x3).
(2)

 

在线性空间F[x]n 中,变换σ(f(x))=f2(x).
(3)

 

在线性空间V 中,变换σ(ξ)=ξ+α,其中α∈V 为非零固定变量.
(4)

 

在线性空间Fn×n 中,变换σ(X)=AX,其中A∈Fn×n 为固定的n 阶矩阵.
(5)

 

复数域CC看成自身上的线性空间,变换σ(x)=x-,其中x- 表示x 的共轭复数.
(6)

 

复数域CC看成实数域RR上的线性空间,变换σ(x)=x-,其中x- 表示x 的共轭复数.
7.

 

已知线性空间F3 的线性变换σ在基η1=(-1,1,1),η2=(1,0,-1),η3=(0,1,1)

下的矩阵为A=
1 0 1
1 1 0
-1 2 1  ,求σ在基ε1=(1,0,0),ε2=(0,1,0),ε3=(0,0,1)下的矩阵.

8.
 

已知E11=
1 0
0 0  ,E12= 0 1

0 0  ,E21= 0 0
1 0  ,E22= 0 0

0 1  是线性空间F2×2 的



 习题1 
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

17   

一组基,设矩阵A=
a b
c d  ,在F2×2 中定义线性变换σ(X)=AX 和τ(X)=XA,求线性变

换σ+τ和στ在基E11,E12,E21,E22 下的矩阵.

9.
 

给定线性空间F3 的两组基:
 

ε1=(1,0,1), ε2=(2,1,0), ε3=(1,1,1), (Ⅰ)
 

η1=(1,2,-1), η2=(2,2,-1), η3=(2,-1,-1). (Ⅱ)
 

定义线性变换σ为σ(εi)=ηi(i=1,2,3).求:
 

(1)由基ε1,ε2,ε3 到基η1,η2,η3 的过渡矩

阵;
 

(2)σ在基ε1,ε2,ε3 下的矩阵;
 

(3)σ在基η1,η2,η3 下的矩阵.



第2章

矩
 

阵
 

分
 

析

  矩阵的分析运算是矩阵的重要运算工具之一,在数学的许多分支(如统计学、微分几何)
和工程实际(如阵列信号处理、通信系统、雷达、声呐)中有着广泛的应用.

本章首先介绍内积与范数的概念和理论,解决了两个向量或两个矩阵之间的距离问题,
之后与高等数学类似地讨论矩阵序列的极限、矩阵级数、矩阵函数及其计算,最后讨论矩阵

函数的微积分理论.

2.1 内积与范数

2.1.1 内积

  定义2.1 设V 是数域F 上的线性空间,对V 中任意两个向量α,β,定义一个二元实函

数,记作(α,β).对于任意α,β,γ∈V 及任意的数k∈F,若(α,β)满足

(1)
 

对称性,即(α,β)=(β,α);
 

(2)
 

齐次性,即(kα,β)=k(α,β);
 

(3)
 

可加性,即(α+β,γ)=(α,γ)+(β,γ);
 

(4)
 

正定性,即(α,α)≥0,当且仅当α=0时(α,α)=0,则(α,β)称为α与β的内积.
例2.1 在线性空间RRn 中,对于向量α=(a1,a2,…,an),β=(b1,b2,…,bn),定义

(α,β)=a1b1+a2b2+…+anbn 和(α,β)'=a1b1+2a2b2+…+kakbk+…+nanbn,
(α,β)和(α,β)'都满足内积定义2.1中的4条性质,因此(α,β)和(α,β)'都是内积.其中,
(α,β)是向量空间经典的内积,也记为α·β.

例2.2
 

 记C(a,b)为闭区间[a,b]上全体实连续函数构成的RR上的线性空间,对于函

数f(x),g(x)∈C(a,b),定义(f,g)=∫
b

a
f(x)g(x)dx,证明(f,g)是内积.

证明 对于任意函数f(x),g(x),h(x)∈C(a,b)及任意的k∈RR,由(f,g)的定义以

及定积分性质可知,

(f,g)=∫
b

a
f(x)g(x)dx=∫

b

a
g(x)f(x)dx=(g,f),

(kf,g)=∫
b

a
kf(x)g(x)dx=k∫

b

a
f(x)g(x)dx=k(f,g),

(f+g,h)=∫
b

a
[f(x)+g(x)]h(x)dx=∫

b

a
f(x)h(x)dx+∫

b

a
g(x)h(x)dx

=(f,h)+(g,h),
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(f,f)=∫
b

a
f2(x)dx≥0,(f,f)=∫

b

a
f2(x)dx=0当且仅当f(x)=0.

故(f,g)是内积. □

2.1.2 向量范数

定义2.2 若对任意向量x∈CCn 都有一个实数‖x‖与之对应,且满足:
 

(1)
 

非负性,即当x≠0时,‖x‖>0,当x=0时,‖x‖=0;
 

(2)
 

齐次性,即对任意数λ∈CC,‖λx‖=|λ|‖x‖;
 

(3)
 

三角不等式,即对任意x,y∈CCn 都有‖x+y‖≤‖x‖+‖y‖,则称‖x‖为CCn

上向量x的范数,简称向量范数.
定义2.3 设x=(x1,x2,…,xn)∈CC

n,定义向量x 的如下范数:
 

(1)
 

向量1范数:
 

‖x‖1=∑
n

i=1
|xi|;

 

(2)
 

向量2范数(或向量长度):
 

‖x‖2= (x,x)= ∑
n

i=1
|xi|

2;
 

(3)
 

向量∞范数:
 

‖x‖∞=
 

max
i
|xi|;

 

(4)
 

向量p 范数:
 

‖x‖p = ∑
n

i=1
|xi|p  1/p (1≤p<+∞).

注2.1 当p=1和p=2时,向量p 范数就是向量1范数和2范数;
 

当p→∞时,向量

p 范数就是向量∞范数.
例2.3 求向量x=(2i,0,4+i,-1,0)的1,2和∞范数.

解 按定义,‖x‖1=|2i|+|0|+|4+i|+|-1|+|0|=2+ 17+1=3+ 17;
 

‖x‖2= |2i|2+|0|2+|4+i|2+|-1|2+|0|2= 4+17+1= 22;
 

‖x‖∞=max
5
{|2i|,|0|,|4+i|,|-1|,|0|}

=max
5
{2,0,17,1,0}= 17.

2.1.3 矩阵范数

矩阵范数为矩阵的“大小”或“重要性”提供一个严格、可计算的量化标准,解决了矩阵作

为多维数组无法直接比较“大小”的问题.
定义2.4 设A∈CCm×n 都有一个实数‖A‖与之对应,且满足:

 

(1)
 

非负性,即当A≠0时,‖A‖>0,当A=0时,‖A‖=0;
 

(2)
 

齐次性,即对任意数λ∈CC,‖λA‖=|λ|‖A‖;
 

(3)
 

三角不等式,即对任意A,B∈CCm×n 都有‖A+B‖≤‖A‖+‖B‖;
 

(4)
 

相容性,即当矩阵乘积有意义时,有‖AB‖≤‖A‖·‖B‖,则称‖A‖为矩阵A
的范数,简称矩阵范数.

以下列出常用的7种矩阵范数.
定义2.5 对于任意矩阵A=(aij)m×n∈CC

m×n,定义矩阵A 的如下范数:
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  (1)
 

矩阵m1 范数:
 

‖A‖m1 =∑
m

i=1
∑
n

j=1
|aij|;

 

(2)
 

矩阵F范数:
 

‖A‖F= ∑
m

i=1
∑
n

j=1
|aij|2;

 

(3)
 

矩阵 M 范数(或最大范数):
 

‖A‖M=max{m,n}·
 

max
i,j
|aij|;

 

(4)
 

矩阵G范数(或几何平均范数):
 

‖A‖G= mnmax
i,j
|aij|;

 

(5)
 

矩阵1范数(或列和范数):
 

‖A‖1=
 

max
j ∑

m

i=1
|aij|;

 

(6)
 

矩阵∞范数(或行和范数):
 

‖A‖∞ =
 

max
i ∑

n

j=1
|aij|;

 

(7)
 

矩阵2范数(或谱范数):
 

‖A‖2= AHA 的最大特征值 .
注2.2 对 于 任 意 矩 阵 A=(aij)m×n∈CC

m×n 和B=(bij)n×s∈CC
n×s,记 AB=

(cij)m×s,其中cij=∑
n

t=1
aitbtj,由三角不等式可知|cij|= ∑

n

t=1
aitbtj ≤∑

n

t=1
|ait|·|btj|,

因此,有

‖AB‖m1 =∑
m

i=1
∑
s

j=1
|cij|≤∑

m

i=1
∑
s

j=1
∑
n

t=1
|ait|·|btj|≤ ∑

m

i=1
∑
n

t=1
|ait|  ∑

n

t=1
∑
s

j=1
|btj|  

=‖A‖m1‖B‖m1
,

‖AB‖M=max{m,s}·
 

max
i,j

|cij|≤max{m,s}·
 

max
i,j∑

n

t=1
|ait|·|btj|

=max{m,s}·∑
n

t=1
max
i,j
(|ait|·|btj|)

≤max{m,s}·n·
 

max
i,j

|aij|·
 

max
i,j

|bij|

≤ (max{m,n}·
 

max
i,j

|aij|)(max{n,s}·
 

max
i,j

|bij|)

=‖A‖M‖B‖M,

‖AB‖G= ms·max
i,j

|cij|≤ ms·
 

max
i,j∑

n

t=1
|ait|·|btj|

≤ ms·n·
 

max
i,j

|aij|·
 

max
i,j

|bij|

= mnmax
i,j

|aij|  (nsmax
i,j

|bij|)=‖A‖G‖B‖G.

  例2.4 求A=
1 1+i 4
4i 5 2
0 1-3i 2-2i  的m1,F,M,G,以及列和与行和范数.

解 ‖A‖m1=|1|+|1+i|+|4|+|4i|+|5|+|2|+|0|+|1-3i|+|2-2i|

=16+32+ 10;
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‖A‖F= |1|2+|1+i|2+|4|2+|4i|2+|5|2+|2|2+|0|2+|1-3i|2+|2-2i|2= 82;
 

‖A‖M =max{3,3}×max{|1|,|1+i|,|4|,|4i|,|5|,|2|,|0|,|1-3i|,|2-2i|}

=3×5=15;
 

‖A‖G = 3×3·max{|1|,|1+i|,|4|,|4i|,|5|,|2|,|0|,|1-3i|,|2-2i|}

=3×5=15;
 

列和范数‖A‖1=max{|1|+|4i|+|0|,|1+i|+|5|+|1-3i|,|4|+|2|+|2-2i|}

=max{5,5+ 2+ 10,6+22}=5+ 2+ 10;
 

行和范数‖A‖∞=max{|1|+|1+i|+|4|,|4i|+|5|+|2|,|0|+|1-3i|+|2-2i|}

=max{5+ 2,11,10+22}=11.
本小节最后给出矩阵范数的等价性定义及定理,定理留给读者自证.
定义2.6 设‖·‖α 和‖·‖β 是任意两种矩阵范数,若存在常数C1 和C2,使得对任

意m×n 矩阵A 都有C1‖A‖α≤‖A‖β≤C2‖A‖α,则称矩阵范数‖·‖α 和‖·‖β 范

数等价.
定理2.1 任意两种矩阵范数都等价.

2.1.4 相似性度量

聚类和分类是数据分析的重要技术.聚类是把大数据集聚为 N 类子集,并且每个子集

(目标类)
 

的数据都具有共同或者相似的特征.分类则是将一个数据映射到某个已知目标类

别中.相似性度量是聚类与分类算法中一个很重要的数学工具.
非概率相关的相似性度量是不依赖概率分布、仅通过数据本身的数值特征或结构特征

直接计算相似度的方法.常见的非概率相关的相似性度量主要有两类:
 

基于向量距离的度

量和基于数据关联的度量.
下面主要讨论基于向量距离(通过向量范数定义)的度量.值得注意的是,向量范数是构

建向量距离的核心工具,但并非所有的向量距离都必须由范数生成.此外注意向量距离与向

量长度的区别:
 

向量长度是单个向量自身的属性,而向量距离是两个向量之间的属性.当其

中一个向量为零向量时,两个向量的欧氏距离就等于另一个向量的长度.
定义2.7 设x=(x1,x2,…,xn),y=(y1,y2,…,yn)∈RR

n,定义向量x 与y 的

(1)
 

欧氏距离为dist(x,y)=‖x-y‖2= ∑
n

i=1
|xi-yi|

2;
 

(2)
 

曼哈顿距离为dist(x,y)=‖x-y‖1=∑
n

i=1
|xi-yi|;

 

(3)
 

切比雪夫距离为dist(x,y)=‖x-y‖∞=
 

max
i
|xi-yi|;

 

(4)
 

闵可夫斯基距离为

dist(x,y)=‖x-y‖p = ∑
n

i=1
|xi-yi|p  1/p, 1≤p<+∞.

  定义2.8 设x=(x1,x2,…,xn),y=(y1,y2,…,yn)∈RR
n,向量x 与y 之间夹角的

余弦值称为x 与y 的余弦相似度,记为simcos(x,y),即
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simcos(x,y)=
x·y

‖x‖2‖y‖2
=

∑
n

i=1
xiyi

∑
n

i=1
x2i ∑

n

i=1
y2i

.

  例2.5 已知两个样本特征向量为x=(0,-1,2,0,2),y=(-1,-3,5,0,7),求x 与y
的欧氏距离、曼哈顿距离、切比雪夫距离以及余弦相似度.

解 因为x-y=(1,2,-3,0,-5),所以x 与y 的欧氏距离为

‖x-y‖2= ∑
n

i=1
|xi-yi|

2 = 12+22+(-3)2+02+(-5)2 = 39;
 

  曼哈顿距离为 ‖x-y‖1=∑
n

i=1
|xi-yi|=|1|+|2|+|-3|+|0|+|-5|=11;

 

切比雪夫距离为‖x-y‖∞=max
i
|xi-yi|=max{|1|,|2|,|-3|,|0|,|-5|}=5;

 

余弦相似度为

simcos(x,y)=
0×(-1)+(-1)×(-3)+2×5+0×0+2×7

[02+(-1)2+22+02+22]×[(-1)2+(-3)2+52+02+72]

=
3 21
14 .

2.2 矩
 

阵
 

序
 

列

2.2.1 矩阵序列的极限

  定义2.9 设有m×n 矩阵序列{A(k)}∞k=0,其中A(k)=(a(k)
ij )m×n.若m×n 个序列

{a(k)
ij }都收敛,即lim

k→∞
a(k)

ij =aij(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,n),则称矩阵序列{A(k)}收敛于

矩阵A=(aij)m×n,A 称为矩阵序列{A(k)}的极限,记作lim
k→∞

A(k)=A 或A(k)→A(k→∞).

若矩阵序列{A(k)}不收敛,则称{A(k)}发散.

例2.6 设矩阵序列A(k)=
1+

1
1+k  1+k arctank

1
5
1+k  ,求limk→∞

A(k).

解 记lim
k→∞

A(k)=A,则A=
lim
k→∞

1+
1
1+k  1+k lim

k→∞
arctank

1 lim
k→∞

5
1+k  = e π

2
1 0  .

注2.3 从定义2.9可知,一个m×n 矩阵序列收敛相当于m×n 个序列同时收敛.当
数值m×n 较大时,讨论m×n 个序列的收敛性是较为烦琐的,下面的定理是用矩阵范数来

研究矩阵序列的收敛性.
定理2.2 设有m×n矩阵序列{A(k)}∞k=0和矩阵A,则lim

k→∞
A(k)=A 的充分必要条件为
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lim
k→∞

‖A(k)-A‖=0,

其中‖·‖是任意一种矩阵范数.
证明 由定理2.1,即矩阵范数的等价性,只需证明对矩阵的 G范数结论成立即可.

因为

|a(k)
ij -aij|≤ mnmax

i,j
|a(k)

ij -aij|=‖A(k)-A‖G ≤ mn∑
m

i=1
∑
n

j=1
|a(k)

ij -aij|,

所以lim
k→∞

A(k)=A 的充分必要条件为lim
k→∞

‖A(k)-A‖G=0. □

推论 设有m×n 矩阵序列{A(k)}∞k=0 和矩阵A,且lim
k→∞

A(k)=A,则

lim
k→∞

‖A(k)‖=‖A‖,

其中‖·‖是任意一种矩阵范数.

注2.4 此推论的逆命题不成立.例如矩阵序列A(k)=
(-1)k 2
0 1/(1+k)  不收敛,但

lim
k→∞

‖A(k)‖m1 =lim
k→∞∑

m

i=1
∑
n

j=1
|a(k)

ij |=3.

矩阵序列收敛的性质,有许多与数列收敛的性质相类似.
定理2.3 设lim

k→∞
A(k)=A,lim

k→∞
B(k)=B,其中A(k),B(k),A,B 为适当的矩阵,α,β 为

数,则
(1)

 

lim
k→∞

(αA(k)+βB
(k))=αA+βB;

  

(2)
 

lim
k→∞

A(k)B(k)=AB;
 

(3)
 

当A(k)和A 均可逆时,lim
k→∞

(A(k))-1=A-1.

证明 对任一矩阵范数‖·‖.
(1)

 

当k→∞时,有
‖(αA(k)+βB

(k))-(αA+βB)‖ ≤|α|‖A(k)-A‖+|β|‖B(k)-B‖ →0,
因此lim

k→∞
(αA(k)+βB

(k))=αA+βB.

(2)
 

当k→∞时,依据矩阵范数满足的三角不等式与相容性,有
‖A(k)B(k)-AB‖=‖A(k)B(k)-A(k)B+A(k)B-AB‖

≤ ‖A(k)‖‖B(k)-B‖+‖A(k)-A‖‖B‖ →0,
因此lim

k→∞
A(k)B(k)=AB.

(3)
 

记|A|为矩阵A 的行列式,A*为矩阵A 的伴随矩阵.由伴随矩阵定义知(A(k))*=
(A(k)

ji ),其中A(k)
ij 是矩阵A(k)中元素a(k)

ij 的代数余子式.由数列极限的四则运算法则得

lim
k→∞

A(k)
ij =Aij,其中Aij 是矩阵A 中元素aij 的代数余子式,故lim

k→∞
(A(k))*=A*.同理

lim
k→∞
|A(k)|=|A|,A(k)和A 可逆,故lim

k→∞
(A(k))-1=lim

k→∞

(A(k))*

|A(k)|
=
A*

|A|=A
-1. □

注2.5 定理2.3中的结论(3)中条件“A(k)和A 均可逆”是必不可少的,即使所有的A(k)

都可逆也不能保证A 一定可逆.例如,矩阵序列A(k)=
1 1
0 1/(1+k)  满足所有的A(k)都可
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逆,即(A(k))-1=
1 -(1+k)

0 (1+k)  (k=0,1,2,…),但矩阵A=lim
k→∞

A(k)=
1 1
0 0  是不可逆的.

2.2.2 收敛矩阵

在矩阵序列中,我们常考虑的是由一个方阵的幂所构成的序列.对于这样的矩阵序列,
有以下的概念、收敛定理及其推论.

定义2.10 设A 为n 阶方阵,如果lim
k→∞

Ak=0,那么称A 为收敛矩阵.

定理2.4 设A 为n 阶方阵,则A 为收敛矩阵的充分必要条件为ρ(A)<1,其中ρ(A)
为矩阵A 特征值的模的最大值,称为矩阵A 的谱半径.

性质2.1 设A 为n 阶方阵,则对于任一矩阵范数‖·‖都有ρ(A)≤‖A‖.
推论 设A 为n 阶方阵,若对于某一矩阵范数‖·‖有‖A‖<1,则A 为收敛矩阵.
例2.7 判断下列矩阵是否为收敛矩阵:

 

(1)
 

A=
1 1/2
-1/2 0  ;        (2) 

A=
0.5 0.6
0.3 0.1  .

解 (1)
 

经计算可得矩阵A 的特征值为λ1=λ2=1/2,因此ρ(A)=1/2<1,故矩阵A
为收敛矩阵.

(2)
 

因为矩阵A 的列和范数‖A‖1=0.8<1,所以矩阵A 为收敛矩阵.

2.3 矩
 

阵
 

级
 

数

在建立矩阵分析的理论时,特别着重讨论矩阵级数,尤其是矩阵的幂级数,因为它是建

立矩阵函数的依据.

2.3.1 矩阵级数的敛散性

定义2.11 设由m×n 矩阵序列{A(k)}∞k=0 构成的无穷和A(0)+A(1)+…+A(k)+…

称为矩阵级数,记为∑
∞

k=0
A(k),即

 

∑
∞

k=0
A(k)=A(0)+A(1)+…+A(k)+….对于任一正整数N,

称S(N)=∑
N

k=0
A(k)为矩阵级数的部分和.若矩阵序列{S(N)}收敛且lim

N→∞
S(N)=S,则称矩阵

级数∑
∞

k=0
A(k)收敛且有和S,记S=∑

∞

k=0
A(k).不收敛的矩阵级数称为发散的.

注2.6 (1)
 

若记A(k)=(a(k)
ij )m×n,S=(sij)m×n,则S=∑

∞

k=0
A(k)相当于

∑
∞

k=0
a(k)

ij =sij, i=1,2,…,m, j=1,2,…,n,

即m×n 个数项级数都收敛.

(2)
 

若∑
∞

k=0
A(k)收敛,则lim

k→∞
A(k)=0.

例2.8 设有矩阵序列{A(k)}∞k=0,其中A(k)=
0 1/(1+k)(3+k)

1/(-2)k 0  ,讨论矩
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阵级数∑
∞

k=0
A(k)的敛散性.

解 计算可得

S(N)=∑
N

k=0
A(k)=

0 ∑
N

k=0

1
(1+k)(3+k)

∑
N

k=0

1
(-2)k

0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
0 3

4-
1
2

1
N +2+

1
N +3  

2
3
1-

1
(-2)N+1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

因此S=lim
N→∞

S(N)=
0 3/4
2/3 0  ,矩阵级数∑

∞

k=0
A(k)收敛,且其和为S.

利用矩阵级数收敛的定义与高等数学中级数的性质,可以得到以下矩阵级数类似的性质.

定理2.5 设有收敛的矩阵级数∑
∞

k=0
A(k)=A,∑

∞

k=0
B(k)=B,其中A(k),B(k),A,B,P,Q

为适当的矩阵,λ为数,则:
 

(1)∑
∞

k=0
(A(k)±B(k))=A±B;

 

(2)∑
∞

k=0
λA(k)=λA;

 

(3)矩阵级数

∑
∞

k=0
PA(k)Q 收敛且其和为PAQ.

证明 只证(3).若∑
∞

k=0
A(k)=A,记S(N)=∑

N

k=0
A(k),故lim

N→∞
S(N)=A.从而

lim
N→∞∑

N

k=0
PA(k)Q=P lim

N→∞∑
N

k=0
A(k)  Q=PAQ. □

  定义2.12 设矩阵级数∑
∞

k=0
A(k),其中A(k)=(a(k)

ij )m×n.若m×n 个数项级数∑
∞

k=0
a(k)

ij

(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,n)都绝对收敛,即∑
∞

k=0
|a(k)

ij |都收敛,则称矩阵级数∑
∞

k=0
A(k)绝

对收敛.
注2.7 利用数项级数绝对收敛性质可知,绝对收敛的矩阵级数必定收敛,并且调换其

项的顺序所得的矩阵级数依然收敛,并且其和不变.

2.3.2 矩阵幂级数

定义2.13 设A 为n 阶方阵,ak∈CC(k=0,1,2,…),称矩阵级数

∑
∞

k=0
akA

k =a0E+a1A+a2A
2+…+akA

k +…

为矩阵A 的幂级数.

因为数项级数∑
∞

k=0
‖akA

k‖的每一项都不大于数项级数∑
∞

k=0
|ak|‖A‖

k 的对应项,因
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此有如下定理.

定理2.6 若正项级数∑
∞

k=0
|ak|‖A‖

k 收敛,则矩阵幂级数∑
∞

k=0
akA

k 绝对收敛,其中

‖·‖是任意一种矩阵范数.

推论 若矩阵A 的某一种范数在幂级数∑
∞

k=0
akz

k=a0+a1z+a2z
2+…+akz

k+…的收

敛域内,则矩阵幂级数∑
∞

k=0
akA

k 绝对收敛.

例2.9 设A=
0.1 0.3 0.5
0.2 0.2 0.1
0.4 0.1 0.4  ,证明:

 

矩阵幂级数∑
∞

k=0
Ak=E+A+A2+…+Ak+…

绝对收敛.
证明 因为幂级数1+z+z2+…+zk+…的收敛半径为1,矩阵的行和范数 ‖A‖∞ =

max
i ∑

n

j=1
|aij|  =0.9<1,故矩阵幂级数∑

∞

k=0
Ak 绝对收敛. □

定理2.7 设A 为n 阶方阵,幂级数∑
∞

k=0
akz

k 的收敛半径为r,则:
 

(1)
 

当ρ(A)<r时,矩阵幂级数∑
∞

k=0
akA

k 绝对收敛;
 

(2)
 

当ρ(A)>r时,矩阵幂级数∑
∞

k=0
akA

k 发散.

例2.10 判断矩阵幂级数∑
∞

k=0

k
6k

1 -8
-2 1  k

的敛散性.

解 令A=
1
6
1 -8
-2 1  ,可以算得ρ(A)=

5
6.而幂级数∑

∞

k=0
kzk 的收敛半径为r=1,

故由ρ(A)<r知矩阵幂级数∑
∞

k=0
kAk 绝对收敛.

最后考虑一个特殊的矩阵幂级数.

定理2.8 设A 为n 阶方阵,矩阵幂级数∑
∞

k=0
Ak 绝对收敛的充分必要条件是ρ(A)<

1,且该级数的和为(E-A)-1.

证明 因为幂级数∑
∞

k=0
zk 的收敛半径为1,当ρ(A)<1时,由定理2.7知矩阵幂级数

∑
∞

k=0
Ak 绝对收敛.反之,若矩阵幂级数∑

∞

k=0
Ak 绝对收敛,则lim

k→∞
Ak =0,即A 为收敛矩阵,由

定理2.4知ρ(A)<1.

最后计算矩阵幂级数∑
∞

k=0
Ak 的和.当∑

∞

k=0
Ak 绝对收敛时,ρ(A)<1,因此E-A 可逆.记
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S(N)=∑
N

k=0
Ak,则S(N)(E-A)=(E+A+A2+…+AN)(E -A)=E -AN+1,所以

S(N)=(E-A)-1-AN+1(E-A)-1,故∑
∞

k=0
Ak 的和为S=lim

N→∞
S(N)=(E-A)-1. □

 

例2.11 设A=
0.1 0.7
0.3 0.6  ,求矩阵幂级数∑

∞

k=0
Ak 的和.

解 因矩阵A 的行和范数‖A‖∞=
 

max
i ∑

n

j=1
|aij|  =0.9<1,故矩阵幂级数∑

∞

k=0
Ak

绝对收敛并且和为∑
∞

k=0
Ak =(E-A)-1=

1
0.15

0.4 0.7
0.3 0.9  .

2.4 矩
 

阵
 

函
 

数

矩阵函数的概念与通常的函数概念类似,矩阵函数的自变量与因变量均为矩阵.这一节

我们通过收敛的矩阵级数来定义矩阵函数,并讨论常用的矩阵函数的性质以及矩阵函数值

的计算.

2.4.1 矩阵函数的定义

定义2.14 设幂级数∑
∞

k=0
akz

k 的收敛半径为r,且当|z|<r 时,幂级数收敛于函数

f(z),即

f(z)=∑
∞

k=0
akz

k, |z|<r.

若n 阶方阵A 满足ρ(A)<r,则称收敛的矩阵幂级数∑
∞

k=0
akA

k 的和为矩阵函数,记为

f(A),即

f(A)=∑
∞

k=0
akA

k.

  依据上述定义,我们可以得到一些在形式上与高等数学中的函数类似的矩阵函数.例如

下面我们熟知的函数的幂级数展开式(其中r为收敛半径)

ez =∑
∞

k=0

zk

k!
, r=+∞,

sinz=∑
∞

k=0

(-1)kz2k+1

(2k+1)!
, r=+∞,

cosz=∑
∞

k=0

(-1)kz2k
(2k)!

, r=+∞,

(1-z)-1=∑
∞

k=0
zk, r=1,
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ln(1+z)=∑
∞

k=0

(-1)kzk+1

k+1
, r=1.

相应地有矩阵函数

eA =∑
∞

k=0

Ak

k!
, ∀A ∈CCn×n,

sinA=∑
∞

k=0

(-1)kA2k+1

(2k+1)!
, ∀A ∈CCn×n,

cosA=∑
∞

k=0

(-1)kA2k
(2k)!

, ∀A ∈CCn×n,

(E-A)-1=∑
∞

k=0
Ak, ρ(A)<1,

ln(E+A)=∑
∞

k=0

(-1)kAk+1

k+1
, ρ(A)<1.

称eA 为矩阵指数函数,sinA 为矩阵正弦函数,cosA 为矩阵余弦函数.

2.4.2 矩阵函数值的计算

与求普通函数值一样,当给定自变量矩阵A 时,如何求矩阵函数f(A)的值呢? 如果不

研究切实可行的算法,矩阵函数值的计算是相当复杂的.研究如何方便地计算矩阵函数值是

非常有意义的.这里介绍两种常用的算法.

1.
 

利用哈密顿-凯莱定理

哈密顿-凯莱(Hamilton-Cayley)定理描述了矩阵和其特征多项式之间的关系,是矩阵

理论的一个重要定理.
定理2.9(哈密顿-凯莱定理) 设A 为n 阶方阵,其特征多项式为

p(λ)=|λE-A|=λn +a1λ
n-1+a2λ

n-2+…+an-1λ+an,
则p(A)=0.

利用哈密顿-凯莱定理找到矩阵方幂之间的关系,然后化简矩阵幂级数求出矩阵函数的

值.下面通过两个例子来说明.

例2.12 设A=
0 2
-1 0  ,求eA.

解 计算得矩阵A 的特征多项式p(λ)=|λE-A|=λ2+2.由哈密顿-凯莱定理得

A2+2E=0,因而 A2=-2E,A3=-2A,A4=(-2)2E,A5=(-2)2A,…,即 A2k=
(-2)kE,A2k+1=(-2)kA,k=1,2,….故

eA =∑
∞

k=0

Ak

k! =E∑
∞

k=0

(-1)k 2
2k

(2k)! +A 1
2∑

∞

k=0

(-1)k2
2k+1

(2k+1)!

=(cos2)E+
1
2
(sin2)A=

cos2 2sin2

-
1
2
sin2 cos2  .
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  例2.13 设三阶方阵A 的特征值为π,-π,0,求sinA 和cosA.
解 矩阵A 的特征多项式p(λ)=|λE-A|=(λ-π)(λ+π)λ=λ3-π2λ.由哈密顿-凯

莱定理得A3-π2A=0,故A3=π2A,A4=π2A2,A5=π4A,A6=π4A2,…,即A2k+1=π2kA
(k=1,2,…),A2k=π2k-2A2(k=2,3,…).故

sinA=∑
∞

k=0

(-1)k
(2k+1)!

A2k+1

=A+∑
∞

k=1

(-1)k
(2k+1)!

π2kA=A∑
∞

k=0

(-1)k
(2k+1)!

π2k

=
A
π∑

∞

k=0

(-1)k
(2k+1)!

π2k+1=
A
πsinπ=0;

 

cosA=∑
∞

k=0

(-1)k
(2k)! A

2k =E-
A2

2! +∑
∞

k=2

(-1)k
(2k)! π

2k-2A2=E+A2∑
∞

k=1

(-1)k
(2k)! π

2k-2

=E-
A2

π2
+

A2

π2∑
∞

k=0

(-1)k
(2k)! π

2k =E-
A2

π2
+

A2

π2
cosπ=E-

2
π2

A2.

2.
 

待定系数法

设A 为n 阶方阵,其特征多项式为

p(λ)=|λE-A|=(λ-λ1)
r1(λ-λ2)

r2…(λ-λt)
rt,

其中,λ1,λ2,…,λt 为A 的全部互异特征值,且r1+r2+…+rt=n.

为计算矩阵函数f(A)=∑
∞

k=0
akA

k,记f(λ)=∑
∞

k=0
akλ

k,则按多项式除法将f(λ)改写为

f(λ)=q(λ)p(λ)+r(λ),
其中q(λ)为λ的幂级数,r(λ)为次数不超过n-1的λ的多项式,设为

r(λ)=bn-1λ
n-1+bn-2λ

n-2+…+b1λ+b0.
由哈密顿-凯莱定理知p(A)=0,于是有

f(A)=q(A)p(A)+r(A)=bn-1A
n-1+bn-2A

n-2+…+b1A+b0E.
注意到

p(s)(λi)=0, i=1,2,…,t, s=0,1,…,ri-1,
故将等式f(λ)=q(λ)p(λ)+r(λ)两边对λ求导得

ds

dλsf(λ)
λ=λi

=
ds

dλsr(λ)
λ=λi

,  i=1,2,…,t, s=0,1,…,ri-1.

求解上述以bn-1,bn-2,…,b1,b0 为未知量的线性方程组即可算出f(A).

例2.14 设A=
2 1 0
-4 -3 0
-1 2 1  ,求eA 和sinA.

解 A 的特征多项式p(λ)=|λE-A|=(λ+2)(λ-1)2.设r(λ)=b2λ
2+b1λ+b0.

(1)
 

当f(A)=eA 时,记f(λ)=eλ,则
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r(1)=b2+b1+b0=e=f(1),

r'(1)=2b2+b1=e=f'(1),

r(-2)=4b2-2b1+b0=e-2=f(-2),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解得

b2=b0=
1
9
(e-2+2e), b1=

1
9
(5e-2e-2).

因此

eA =b2A
2+b1A+b0E=

1
9

12e-3e-2 3e-3e-2 0

12e-2-12e 12e-2-3e 0

-27e-9e-2 -9e-2 9e  .

  (2)
 

当f(A)=sinA 时,记f(λ)=sinλ,则

r(1)=b2+b1+b0=sin1=f(1),

r'(1)=2b2+b1=cos1=f'(1),

r(-2)=4b2-2b1+b0=-sin2=f(-2),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得b2=
1
9
(-sin2-sin1+3cos1),b1=

1
9
(2sin1+3cos1+2sin2),b0=

1
9
(8sin1-6cos1-sin2).

故

sinA=b2A
2+b1A+b0E=

1
9

12sin1+3sin2 3sin1+3sin2 0
-12sin2-12sin1 -12sin2-3sin1 0

9sin1-36cos1+9sin2 9sin1-9cos1+9sin2 9sin1  .

2.4.3 常用矩阵函数的性质

常用的矩阵函数有eA,sinA 和cosA,它们具有一些与普通指数函数和三角函数类似的

性质,但注意矩阵乘法不满足交换律,因此有些性质又与普通的指数函数和三角函数不同.

定理2.10 设A 为n 阶方阵,i= -1,则
(1)

 

sin(-A)=-sinA;
 

  (2)
 

cos(-A)=cosA;
 

  (3)
 

eiA=cosA+isinA;
  

(4)
 

cosA=
1
2
(eiA+e-iA); (5)

 

sinA=
1
2i
(eiA-e-iA).

证明 由sinA 和cosA 的矩阵幂级数形式直接得到sin(-A)=-sinA 和cos(-A)=cosA.

eiA =∑
∞

k=0

ikAk

k! =∑
∞

k=0

(-1)kA2k
(2k)! +i∑

∞

k=0

(-1)kA2k+1

(2k+1)! =cosA+isinA,

e-iA =cos(-A)+isin(-A)=cosA-isinA,

从而cosA=
1
2
(eiA+e-iA),sinA=

1
2i
(eiA-e-iA). □

定理2.11 设A,B 均为n阶方阵,且AB=BA,则
(1)

 

eA+B=eAeB=eBeA;
 

(2)
 

sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB;
 

(3)
 

cos(A+B)=cosAcosB-sinAsinB.
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证明 (1)
 

由于A+B=B+A,故只需证明eA+B=eAeB.

eAeB = ∑
∞

k=0

Ak

k!  ∑
∞

k=0

Bk

k!  =E+(A+B)+
1
2!
(A2+2AB+B2)+…

=∑
∞

k=0

(A+B)k

k! =eA+B.

  (2)
 

sin(A+B)=
1
2i
(ei(A+B)-e-i(A+B))=

1
2i
(eiAeiB-e-iAe-iB)

=
1
2i
(eiA-e-iA)·

1
2
(eiB+e-iB)+

1
2
(eiA+e-iA)·

1
2i
(eiB-e-iB)

=sinAcosB+cosAsinB.
(3)

 

同理可证.
特别地,当取A=B 时,有下面的结论. □
推论 设A 为n 阶方阵,则(1)

 

cos2A=cos2A-sin2A;
 

(2)
 

sin2A=2sinAcosA.

注2.8 当AB≠BA 时,eA+B=eAeB 或eA+B=eBeA 不成立.如A=
0 0
1 0  ,B=

0 1
0 0  ,则A+B=

0 1
1 0  ,AB= 0 0

0 1  ≠ 1 0
0 0  =BA,且

eA =
1 0
1 1  , eB =

1 1
0 1  , eA+B =

1
2
e+e-1 e-e-1

e-e-1 e+e-1  ,
因此eAeB=

1 1
1 2  ≠ 2 1

1 1  =eBeA,eA+B≠eAeB,eA+B≠eBeA.

引理2.1 设A 为n 阶方阵,λ1,λ2,…,λn 为A 的n 个特征值,则矩阵函数f(A)的n
个特征值为f(λ1),f(λ2),…,f(λn).

定理2.12 设A 为n 阶方阵,trA 为矩阵A 的迹,即trA=∑
n

i=0
aii,则

(1)
 

|eA|=etrA;
 

      (2)
 

(eA)-1=e-A.

证明 (1)
 

设矩阵A 的特征值为λ1,λ2,…,λn,则由引理2.1可知,eA 的特征值为e
λ1,

e
λ2,…,e

λn .从而|eA|=e
λ1e

λ2…e
λn=e

λ1+λ2+…+λn=etrA.
(2)

 

因|eA|=etrA≠0,故eA 可逆.又eAe-A=eA-A=e0=E,故(eA)-1=e-A. □
注2.9 对于任意的n 阶方阵A,eA 总是可逆的,但sinA 和cosA 却不一定可逆.例如

对于矩阵A=
π 0
0 π/2  ,有sinA= 0 0

0 1  ,cosA= -1 0
0 0  ,sinA 和cosA 都不可逆.

2.5 矩阵的微分和积分

在研究线性微分方程组的问题时,通过对以函数为元素的矩阵引进微分和积分运算,来
简化问题的表述与求解过程;

 

同样在研究优化问题(如最小二乘问题)时,需要处理数量函

数对矩阵变量的导数,以及矩阵值函数对矩阵变量的导数.这里研究的微积分,从本质上说
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只不过是用矩阵重新描述的高等数学中多元微积分的若干结果.

2.5.1 函数矩阵的微分和积分

定义2.15 以变量t的函数为元素的矩阵A(t)=(aij(t))m×n 称为函数矩阵.若t∈
[a,b],则称A(t)定义在[a,b]上;

 

若每个aij(t)在[a,b]上连续、可微、可积,则称A(t)在

[a,b]上连续、可微、可积.当A(t)可微时,导数定义为A'(t)=(a'ij(t))m×n 或d
dtA

(t)=

d
dtaij(t)  m×n

.当A(t)在[a,b]上可积时,积分定义为∫
b

a
A(t)dt=∫

b

a
aij(t)dt  m×n

.

注2.10 函数矩阵的导数本身还是一个函数矩阵,还可以继续求导,因此可以定义函

数矩阵的高阶导数,即

dk

dtkA(t)=
d
dt
dk-1

dtk-1A(t)  = dk

dtkaij(t)  m×n
.

  例2.15 设函数矩阵A(t)=
1-t3 e2t 0

2 t 3t

sint -1 cost  ,则
A'(t)=

(1-t3)' (e2t)' (0)'
(2)' (t)' (3t)'
(sint)' (-1)' (cost)'  = -3t2 2e2t 0

0 1 3tln3
cost 0 -sint  ,

∫
1

0
A(t)dt=

∫
1

0
(1-t3)dt∫

1

0
e2tdt 0

∫
1

0
2dt ∫

1

0
tdt ∫

1

0
3tdt

∫
1

0
sintdt -∫

1

0
dt∫

1

0
costdt

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
3/4 (e2-1)/2 0
2 1/2 2/ln3

1-cos1 -1 sin1  .

  函数矩阵的导数运算有如下的性质.
定理2.13 设A(t)和B(t)为适当阶的可微函数矩阵,λ(t)为可微函数,则
(1)

 

A(t)为常数矩阵的充分必要条件是A'(t)=0;
 

(2)
 d
dt
(A(t)±B(t))=

d
dtA
(t)±

d
dtB
(t);

 

(3)
 d
dt
(λ(t)A(t))= d

dtλ
(t)  A(t)+λ(t)ddtA(t); 

(4)
 d
dt
(A(t)B(t))= d

dtA
(t)  B(t)+A(t)ddtB(t); 

(5)
 

若A-1(t)是可微函数矩阵,有d
dtA

-1(t)=-A-1(t)ddtA
(t)  A-1(t);

 

(6)
 

若t=f(x)是可微函数,有d
dxA

(x)=f'(x)
d
dtA
(t).

证明 
 

只证结论(4)和结论(5).
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  (4)
 

设A(t)=(aij(t))m×n,B(t)=(bij(t))n×s,则

d
dt
(A(t)B(t))=

d
dt∑

n

k=1
aik(t)bkj(t)  m×s

= ∑
n

k=1

d
dtaik(t)  bkj(t)+∑

n

k=1
aik(t)

d
dtbkj(t)    m×s

= ∑
n

k=1

d
dtaik(t)  bkj(t)  m×s

+ ∑
n

k=1
aik(t)

d
dtbkj(t)    m×s

=
d
dtA
(t)  B(t)+A(t)ddtB

(t).

  (5)
 

因为A(t)A-1(t)=E,两边对t求导得 d
dtA
(t)  A-1(t)+A(t)

d
dtA

-1(t)=0,因

此,d
dtA

-1(t)=-A-1(t)ddtA
(t)  A-1(t). □

例2.16 设A(t)=
t2 sint

e-2t 1  ,计算d
2

dt2
A(t)和

d
dtA

-1(t).

解 
d
dtA
(t)=

2t cost

-2e-2t 0  ,  d
2

dt2
A(t)=

2 -sint

4e-2t 0  .
下面计算d

dtA
-1(t),需要先计算A-1(t).

A-1(t)=
1

t2 sint

e-2t 1

1 -sint

-e-2t t2  = 1
t2-e-2tsint

1 -sint

-e-2t t2  ,
所以

d
dtA

-1(t)= -A-1(t)ddtA
(t)  A-1(t)

= -
1

t2-e-2tsint  2
1 -sint

-e-2t t2  2t cost

-2e-2t 0  1 -sint

-e-2t t2  
= -

1
t2-e-2tsint  2

2t+e-2t(2sint-cost) -2tsint-2e-2tsin2t+t2cost

-2t(1+t)e-2t+e-4tcost e-2t[2t(1+t)sint-t2cost]  .

  例2.17 设A 为n 阶方阵,B(t)为n 阶函数方阵,则

(1)
 d
dte

At=AeAt=eAtA;
 

(2)
 d
dtcos

(At)=-Asin(At)=-(sin(At))A;
 

(3)
 d
dtsin

(At)=Acos(At)=(cos(At))A;
 

(4)
 d
dttr

 

B(t)=tr
dB(t)
dt .

证明 只证结论(1)和结论(4),而结论(2)和结论(3)的证明与结论(1)类似,故不赘述.

(1)
 

因为 (eAt)ij =∑
∞

k=0

tk

k!
(Ak)ij,式子右端是t的幂级数,无论t取何值,它都是收敛

的.所以逐项求导得d
dt
(eAt)ij =∑

∞

k=1

tk-1

(k-1)!
(Ak)ij,即
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d
dte

At=∑
∞

k=1

tk-1

(k-1)!
Ak =

A∑
∞

k=1

tk-1

(k-1)!
Ak-1=AeAt,

∑
∞

k=1

tk-1

(k-1)!
Ak-1  A=eAtA.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (4)
 

因为tr
 

B(t)=∑
n

i=0
bii(t),所以d

dttr
 

B(t)=∑
n

i=0

d
dtbii(t),而

d
dtB
(t)=

d
dtb11

(t) … d
dtb1n

(t)

︙ ︙

d
dtbn1(t) … d

dtbnn(t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

所以trdB
(t)
dt =∑

n

i=0

d
dtbii(t)=

d
dttr

 

B(t). □
 

定理2.14(行列式微分) 设A(t)为n 阶函数方阵,则它的行列式微分为

d
dt|A(t)|=tr (A(t))*

dA(t)
dt

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

其中(A(t))*为A(t)的伴随矩阵,特别当A(t)可逆时,有(A(t))*=|A(t)|A-1(t),得

d
dt|A(t)|=|A(t)|trA-1(t)dA

(t)
dt  .

  例2.18 设A(t)=

t 1 0

2t 3 t2

0 et 1  ,求ddt|A(t)|.
解 首先计算伴随矩阵(A(t))*,(A(t))*=

3-t2et -1 t2

-2t t -t3

2tet -tet t  ,其次计算矩阵

的导数dA
(t)
dt =

1 0 0
2 0 2t

0 et 0  ,再计算乘积(A(t))*
dA(t)
dt =

1-t2et t2et -2t

0 -t3et 2t2

0 tet -2t2et  ,
最后按公式得d

dt|A
(t)|=tr (A(t))*

dA(t)
dt

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =1-3t2et-t3et.

函数矩阵的积分运算有如下的性质.
定理2.15 设A(t)和B(t)为区间[a,b]上适当阶的可积函数矩阵,A 和B 为适当阶

的常量矩阵,λ为数,则

(1)
 

∫
b

a
(A(t)±B(t))dt=∫

b

a
A(t)dt±∫

b

a
B(t)dt;

 

(2)
 

∫
b

a
λA(t)dt=λ∫

b

a
A(t)dt;

 

(3)
 

∫
b

a
A(t)Bdt=∫

b

a
A(t)dt  B; 

∫
b

a
AB(t)dt=A∫

b

a
B(t)dt  ; 
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(4)
 

若A(t)在区间[a,b]上连续,对任意t∈ (a,b)有d
dt∫

t

a
A(τ)dτ=A(t);

 

(5)
 

若A(t)在区间[a,b]上连续可微,有∫
b

a
A'(t)dt=A(b)-A(a).

2.5.2 数量函数对矩阵变量的导数

在场论中,数量函数f(x,y,z)的梯度定义为
 

gradf(x,y,z)=
∂f
∂x
,∂f
∂y
,∂f
∂z  T,它可理

解为数量函数f(x,y,z)对向量(x,y,z)T 的导数.下面将这个概念推广到一般情况.
定义2.16 设变量矩阵X=(xij)m×n,函数f(X)是以矩阵X 为自变量的数量函数,

即为m×n 元函数.若
∂f
∂xij

(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,n)都存在,则规定数量函数f(X)对

矩阵变量X 的导数为

df
dX =

∂f
∂xij  m×n

=

∂f
∂x11

… ∂f
∂x1n

︙ ︙

∂f
∂xm1

… ∂f
∂xmn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

特别地,数量函数f(x)对向量变量x 的导数为df
dx=

∂f
∂x1

,∂f
∂x2

,…,∂f
∂xn  T.

例2.19 设a=(a1,a2,…,an)
T 为常量向量,x=(x1,x2,…,xn)

T 为变量向量,求

数量函数f(x)=aTx=xTa 对x 的导数df
dx.

解 因为f(x)=∑
n

i=1
aixi=a1x1+a2x2+…+anxn,

∂f
∂xi

=ai(i=1,2,…,n),故

df
dx=

∂f
∂x1

,∂f
∂x2

,…,∂f
∂xn  T=(a1,a2,…,an)

T=a.

例2.20 已知x=(x1(t),x2(t),…,xn(t))
T,证明数量函数f(x)对变量t的导数为

df
dt=

df
dx  Tdxdt.

  证明 利用偏导数的链式法则得

df
dt=

∂f
∂x1

dx1
dt +

∂f
∂x2

dx2
dt +…+

∂f
∂xn

dxn

dt

=
∂f
∂x1

,∂f
∂x2

,…,∂f
∂xn  dx1dt,dx2dt,…,dxn

dt  T=
df
dx  Tdxdt. □

  例2.21 设A=(aij)m×n 为常量矩阵,X=(xij)n×m 为变量矩阵,求数量函数f(X)=

tr(AX)对X 的导数df
dX.

解 因为AX= ∑
n

k=1
aikxkj  m×m

,所以f(X)=tr(AX)=∑
m

s=1
∑
n

k=1
askxks,故

∂f
∂xij

=aji,
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进而df
dX=

∂f
∂xij  n×m

=(aji)n×m=A
T.

例2.22 设A=(aij)n×n 为常量方阵,x=(x1,x2,…,xn)
T 为变量向量.证明二次型

xTAx 对x 的导数为dx
TAx
dx =(A+AT)x.

证明 因xTAx=∑
n

i,j=1
aijxixj,故

dxTAx
dx =

∂
∂x1 ∑

n

i,j=1
aijxixj,…,

∂
∂xn
∑
n

i,j=1
aijxixj  T

=

2a11x1+(a12+a21)x2+…+(a1n +an1)xn

     ︙
(an1+a1n)x1+(an2+a2n)x2+…+2annxn  

=

a11x1+a12x2+…+a1nxn

︙

an1x1+an2x2+…+annxn  +
a11x1+a21x2+…+an1xn

︙

a1nx1+a2nx2+…+annxn  
=Ax+ATx=(A+AT)x. □

  注2.11 (1)
 

当A 是实对称矩阵时,二次型xTAx 对x 的导数为dx
TAx
dx =2Ax;

 

(2)
 

当A=E 时,二次型xTAx=x21+x
2
2+…+x

2
n 对x 的导数为dx

TAx
dx =2x.

例2.23 设a=(a1,a2,…,an)
T 为常量向量,X=(xij)n×n 为对称实变量方阵,求数

量函数f(X)=aTXa 对X 的导数df
dX.

解 dfdX =
daTXa
dX =

∂
∂xij
∑
n

i,j=1
xijaiaj  n×n

=(aiaj)n×n =aaT.

2.5.3 矩阵值函数对矩阵变量的导数

定义2.17 设矩阵F(X)=(fij(X))p×q,其中fij(X)(i=1,2,…,p;
 

j=1,2,…,q)

都是矩阵变量X=(xij)m×n 的数量函数,则称F(X)为矩阵值函数,规定F(X)对矩阵变量

X 的导数为

dF
dX =

∂F
∂xij  m×n

=

∂F
∂x11

… ∂F
∂x1n

︙ ︙

∂F
∂xm1

… ∂F
∂xmn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中
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∂F
∂xij

=

∂f11
∂xij

… ∂f1q
∂xij

︙ ︙

∂fp1

∂xij
… ∂fpq

∂xij

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

即最后结果为pm×qn 矩阵.
由于向量是特殊的矩阵,因此定义2.17包括向量值函数对于向量变量的导数、向量值

函数对于矩阵变量的导数以及矩阵值函数对于向量变量的导数等.

例2.24 设x=(x1,x2,…,xn)
T 为向量变量,求dx

T

dx
和dx
dxT

.

解 按定义可得

dxT

dx =

∂xT

∂x1

∂xT

∂x2
︙

∂xT

∂xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

1 0 … 0
0 1 … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=En.

  同理可得

dx
dxT

=
∂x
∂x1

∂x
∂x2

… ∂x
∂xn  =

1 0 … 0
0 1 … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=En.

  例2.25 设a=(a1,a2,a3)
T 为常量向量,X=(xij)2×3 为矩阵变量,求d

(Xa)T

dX

和d
(Xa)
dX .

解 因Xa=
x11a1+x12a2+x13a3
x21a1+x22a2+x23a3  ,

(Xa)T=(x11a1+x12a2+x13a3,x21a1+x22a2+x23a3),
所以

d(Xa)T

dX =

∂(Xa)T

∂x11
∂(Xa)T

∂x12
∂(Xa)T

∂x13

∂(Xa)T

∂x21
∂(Xa)T

∂x22
∂(Xa)T

∂x23

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
a1 0 a2 0 a3 0

0 a1 0 a2 0 a3  ,
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d(Xa)
dX =

∂(Xa)
∂x11

∂(Xa)
∂x12

∂(Xa)
∂x13

∂(Xa)
∂x21

∂(Xa)
∂x22

∂(Xa)
∂x23

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

a1 a2 a3
0 0 0
0 0 0
a1 a2 a3

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

  例2.26 设f(x)为向量x=(x1,x2,…,xn)
T 的函数,而xi=xi(u)(i=1,2,…,n),

u=(u1,u2,…,um)
T.证明df

du=
dxT

du
df
dx.

证明 
df
du=

∂f
∂u1
∂f
∂u2
︙

∂f
∂um

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

∂f
∂x1
∂x1
∂u1

+
∂f
∂x2
∂x2
∂u1

+…+
∂f
∂xn

∂xn

∂u1

∂f
∂x1
∂x1
∂u2

+
∂f
∂x2
∂x2
∂u2

+…+
∂f
∂xn

∂xn

∂u2
︙

∂f
∂x1
∂x1
∂um

+
∂f
∂x2
∂x2
∂um

+…+
∂f
∂xn

∂xn

∂um

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

∂x1
∂u1

∂x2
∂u1

…
∂xn

∂u1
∂x1
∂u2

∂x2
∂u2

…
∂xn

∂u2
︙ ︙ ︙

∂x1
∂um

∂x2
∂um

…
∂xn

∂um

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

∂f
∂x1
∂f
∂x2
︙

∂f
∂xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
dxT

du
df
dx. □

习 题 2

1.
 

(1)
 

求向量(3-2i,5,i,-2,0)的2范数;
 

(2)
 

求矩阵

1-i 4 0
3i 5+4i 0
0 1 2  的F范数.

2.
 

设两个样本特征向量为x=(1,2,0,1)和y=(0,3,-1,2),求x 和y 的余弦相似度.

3.
 

设矩阵序列A(k)=
e
2
k ln1+

1
k  

arctan
1
k

k
k2+k+2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,求lim
k→∞

A(k).

4.
 

判断下列矩阵是否为收敛矩阵:
 

(1)
 

A=
1/6 -4/3
-1/3 1/6  ; 

   (2)
 

A=
0.3 0.2 0.3
0.5 0.1 0.3
0.4 0.1 0.2  .

5.
 

设有矩阵序列{A(k)}∞k=0,讨论矩阵级数∑
∞

k=0
A(k)的敛散性,其中
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A(k)=

1
(5k+1)(5k+6)

1
2k

+
1
3k

0 2k-1
2k

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  6.
 

设A=
0.1 0.2
0.2 0.4  ,判断矩阵幂级数∑

∞

k=0
Ak 的敛散性,若收敛求其和.

7.
 

设A=
0 -1
1 0  ,求e-At.

8.
 

设A=
2 1 0
0 0 1
0 1 0  ,求sinA.

9.
 

设A=
0 3
2 0  ,求cos(At).

10.
 

设A(t)=
e1-t

1
t+1

sint+cost 2t3-1  ,计算d
dtA
(t)和

d2

dt2
A(t).

11.
 

设A(t)=
cost sint
-sint cost  ,计算d

dt|A
(t)|,ddtA

(t)和d
dtA

-1(t).

12.
 

设A(t)=
te-t t

2t2-1 2et  ,计算∫
1

0
A(t)dt.

13.
 

设A 为m×n 常量矩阵,X 为n×m 变量矩阵.证明

d
dX
(tr(AX))=

d
dX
(tr(XTAT))=AT.

  14.
 

设A 为n×m 常量矩阵,x=(x1,x2,…,xn)
T 为变量向量,且F(x)=xTA,

求dF
dx.

15.
 

设X=
x11 x12 x13
x21 x22 x23  ,f(X)=x11+x212+x313,求dfdX.



第3章

矩
 

阵
 

分
 

解

  矩阵分解作为矩阵理论中非常重要的一部分,是指将一个矩阵分解成一些特殊类型矩

阵的乘积(或和)的形式.一方面矩阵的分解式的特殊形式能明显地反映出原矩阵的某些数

值特征,如矩阵的秩、行列式、特征值及奇异值等;
 

另一方面矩阵分解的方法与过程往往提

供了某些有效的数值计算方法和理论分析的依据.本章将介绍几种常用的矩阵分解形式.

3.1 矩阵的三角分解

三角矩阵的计算,如求行列式、逆矩阵及解线性方程组等,都是很方便的,因此首先研究

是否可以将矩阵分解成一些三角矩阵的乘积.

3.1.1 高斯消元法的矩阵形式———三角分解

消元法的基本思想是利用矩阵的初等行变换化矩阵A 为上三角矩阵.
定义3.1 对角线上的元素均为1的下三角矩阵称为单位下三角矩阵.

对于n 阶方阵A,不妨令A=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

.

可按如下步骤分解:
 

(不妨设a11≠0,以下类似)

首先将-
ai1

a11
乘 以 第 一 行 加 到 第i 行 上(i=2,3,…,n),可 把 A 变 形 为A1=

a11 a12 … a1n

0 a(1)
22 … a(1)

2n

︙ ︙ ︙

0 a(1)
n2 … a(1)

nn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,这相当于用单位下三角矩阵P1=

1 0 … 0

-
a21
a11

1 ⋱ ︙

︙ ⋱ 0

-
an1

a11
… 0 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

左乘矩阵

A 而得到,再将-
a(1)

i2

a(1)
22

 乘以A1 的第二行加到第i行上(i=3,4,…,n),可把A1 变形为
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A2=

a11 a12 a13 … a1n

0 a(1)
22 a(1)

23 … a(1)
2n

0 0 a(2)
33 … a(2)

3n

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 a(2)
n3 … a(2)

nn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

这相当于用单位下三角矩阵

P2=

1 0 0 … 0
0 1 0 … 0

0 -
a(1)
32

a(1)
22

1 ⋱ ︙

︙ ︙ ⋱ 0

0 -
a(1)

n2

a(1)
22

0 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

左乘以A1 而得到.如此一直进行下去直到第n-1步,A 就被化为一个上三角矩阵An-1,
记为

U=

u11 u12 … u1n
0 u22 … u2n
︙ ⋱ ⋱ ︙

0 … 0 unn

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,此时Pn-1=

1 0 … 0 0
0 1 … ︙ 0
︙ 0 ⋱ 0 ︙

0 ︙ ⋱ 1 0

0 0 … -
a(n-2)

n,n-1

a(n-2)
n-1,n-1

1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

.

  上述对A 进行的一系列行初等变换,相当于用矩阵P1,P2,…,Pn-1 依次左乘A,即
Pn-1Pn-2…P2P1A=U.由于P1,P2,…,Pn-1 为具有特殊形式的单位下三角矩阵,所以它

们的 逆 矩 阵 都 存 在,并 且 这 些 逆 矩 阵 及 其 乘 积 也 都 是 单 位 下 三 角 矩 阵.因 此

P-1
1 P-1

2 …P
-1
n-1Pn-1…P2P1A=P

-1
1 P-1

2 …P
-1
n-1U,即A=P-1

1 P-1
2 …P

-1
n-1U.

最后令L=P-1
1 P-1

2 …P
-1
n-1,则A=LU,其中L 为单位下三角矩阵,U 为上三角矩阵.

定义3.2 设A 是n 阶矩阵,若有下三角矩阵L 和上三角矩阵U 使得A=LU,则称A
能作三角分解,并且称A=LU 为A 的三角分解或LU分解.

定义3.3 若A 的三角分解A=LU 中,L 为单位下三角矩阵,U 为上三角矩阵,此时的

三角分解称为杜利特尔(Doolittle)分解;
 

若L 为下三角矩阵,U 为单位上三角矩阵,则称此

三角分解为克劳特(Crout)分解.
矩阵的三角分解是不唯一的,杜利特尔分解和克劳特分解就是两种不同的分解方式.因

为若A 的三角分解为A=LU,设D 是非奇异的任意对角矩阵,则A=L
~
U
~

也是A 的三角分

解,其中L
~
=LD 是下三角矩阵,U

~
=D-1U 是上三角矩阵,由于D 的任意性,A 的三角分解

有无穷多种.
关于三角分解的存在性有如下一些结论.
定理3.1(LU分解定理) 设A 是n 阶非奇异矩阵,则A 可以作三角分解的充分必要



42    第3章 矩阵分解 
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
条件是Δk≠0(k=1,2,…,n-1),其中Δk=detAk 为A 的顺序主子式,而Ak 为A 的顺序

主子阵.
证明 必要性.已知A 可以作三角分解,即A=LU,其中

L=(lij)n×n, lij =0,i<j;
 

 U=(uij)n×n, uij =0,i>j.
将A,L,U 进行分块,得

Ak A12
A21 A22  = Lk 0

L21 L22  Uk U12
0 U22  ,

这里Ak,Lk,Uk 分别是A,L,U 的k阶顺序主子阵,且Lk,Uk 分别是下三角矩阵和上三角

矩阵.由矩阵的分块乘法运算,得

Ak =LkUk, k=1,2,…,n.
由于

detA=detLdetU=l11l22…lnnu11u22…unn ≠0,
所以

Δk =detAk =detLkdetUk =l11…lkku11…ukk ≠0, k=1,2,…,n-1.
  充分性.对阶数n 用数学归纳法证明.当n=1时,A1=(a11)=(1)(a11),结论成立.设
对n=k结论成立,即Ak=LkUk,其中Lk,Uk 分别是下三角矩阵和上三角矩阵,且由Δk=
detAk=detLkdetUk≠0知,Lk,Uk 均可逆.则当n=k时,有

Ak+1=
Ak ck

uTk ak+1,k+1  = Lk 0

uTkU-1
k 1  Uk L-1

kck

0T ak+1,k+1-uTkU-1
k L-1

kck  ,
其中ck=(a1,k+1,…,ak,k+1)

T,uTk=(ak+1,1,…,ak+1,k).故由归纳假设知A 可以作三角

分解. □
需要说明的是,在定理3.1中,单纯从LU分解的角度来讲,不需要“非奇异”这个条件,

只需要Δk≠0(k=1,2,…,n-1)即可,请读者自行证明.在利用矩阵分解求解线性方程组

时,“非奇异”可以保证方程组解的唯一性.

定理3.1说明,并不是每个可逆矩阵都可以作三角分解,如矩阵A=
0 1
1 0  就不能作三

角分解.
定理3.2 设A∈CCn×n,R(A)=r,且A 的前r 个顺序主子式均不为零,即Δk ≠0

(k=1,2,…,r),则A 可以作三角分解.
证明 由定理3.1知,矩阵A 的r阶顺序主子阵Ar 可以作三角分解,即Ar=LrUr,且

Lr 和Ur 分别是可逆的下三角矩阵和上三角矩阵,将矩阵A 分块为

A=
Ar A12
A21 A22  .

由于R(Ar)=R(A)=r,所以A 的后n-r 行可由前r 行线性表示,即存在矩阵B∈

CC(n-r)×n,使得A21=BAr,A22=BA12,从而

A=
Ar A12
BAr BA12  = Lr 0

BLr En-r  Rr L-1
r A12

0 0  ,
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即得到A 的一种三角分解. □

该定理的条件是充分的,如矩阵A=
0 0
1 1  的秩为1,不满足定理的条件,但A=AE=

0 0
1 1  1 2

0 -1  等,都是A 的三角分解.

定理3.3(LDU分解定理) 设A 是n 阶非奇异矩阵,则存在唯一的单位下三角矩阵L,
对角矩阵D=diag(d1,d2,…,dn)和单位上三角矩阵U,使得

A=LDU
的充分必要条件是Δk≠0(k=1,2,…,n-1).此时对角矩阵D=diag(d1,d2,…,dn)的元

素满足

d1=a11,  dk =
Δk

Δk-1
, k=2,3,…,n.

  证明 由定理3.1,A 可作三角分解A=LU 的充要条件是Δk≠0(k=1,2,…,n-1),
其中L=(lij)n×n(lij=0,i<j),U=(uij)n×n(uij=0,i>j).由于A 是非奇异矩阵,故L
和U 均可逆,所以主对角线元素均非零.

记DL=diag(l11,l22,…,lnn),DU=diag(u11,u22,…,unn),由L 和U 可逆可知DL 和

DU 也可逆,从而A=LU=(LD-1
L )DLDU(D

-1
U U).

这是A 的LDU分解.
再证唯一性.设A 有两个LDU分解,即

A=LDU=
 

L~D~U~,
于是

L~-1L=
 

D~U~U-1D-1.
  上式中左侧为单位下三角矩阵,右侧是上三角矩阵,故等式两边都应该是单位矩阵,即

有L
~-1L=E,D

~
U
~
U-1D-1=E,从而L=L

~,U
~
U-1=D

~-1D.又由于U
~
U-1 是单位上三角矩

阵,所以U
~
U-1=E,D

~-1D=E,故U=U
~,D=D

~
.故A 的LDU分解是唯一的.

将A,L,D,U 进行分块,得
Ak A12
A21 A22  = Lk 0

L21 L22  Dk 0

0 D22  Uk U12
0 U22  ,

其中,Ak,Lk,Dk,Uk 分别是A,L,D,U 的k阶顺序主子阵,则有

Ak =LkDkUk, k=1,2,…,n.
  根据Δk=detAk=detLkdetDkdetUk=d1d2…dk,得

d1=a11 ,  dk =
Δk

Δk-1

 , k=2,3,…,n. □

  推论 设A 是n 阶矩阵,则A 可以唯一地进行杜利特尔分解和克劳特分解的充分必要

条件是A 的顺序主子式Δk≠0(k=1,2,…,n-1).
注3.1 与定理3.1相同,定理3.3的结论同样可以适当放宽,即当A∈CCn×n(不要求

A 可逆时),A 有唯一LDU分解的充分必要条件是Δk≠0(k=1,2,…,n-1).证明略去.
注3.2 矩阵A 的LU分解与LDU分解都需要假设A 的前n-1阶顺序主子式非零.
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如果这个条件不满足,可以给A 左(或右)乘以置换矩阵P(以n 阶单位矩阵的n 个列向量

为列作成的n 阶矩阵),就把A 的行(或列)的次序重新排列使之满足这个条件,从而有如下

的行交换的矩阵分解定理.
定理3.4 设A 是n 阶非奇异矩阵,则存在置换矩阵P,使得PA 的n 个顺序主子式均

非零,且有PA=LU
~
=LDU,其中,L 为单位下三角矩阵,U

~
为上三角矩阵,U 为单位上三角

矩阵,D 为对角矩阵.

证明 应用高斯消元法可得到上三角矩阵U
~,设E1,E2,…,Er 是对应于消去变换的

初等变换矩阵,C1,C2,…,Cr 是对应于行交换的初等变换矩阵,则有

E1E2…ErC1C2…CrA=
 

U~.
令P=C1C2…Cr,有

PA=(E1E2…Er)-
1U~ =LU~,

其中L=(E1E2…Er)
-1.由于每一个Ei(i=1,2,…,r)都是单位下三角矩阵,因此L 也是

单位下三角矩阵.由于PA 的n 个顺序主子式均非零,由定理3.3可得PA=LDU. □

3.1.2 三角分解的紧凑计算格式

现在阐述直接计算三角分解的方法.以下总假设矩阵A 为非奇异矩阵,且A 可以作三

角分解,即A 的所有顺序主子式不为零.
由A 的杜利特尔分解A=LU,得

A=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

1
l21 1
︙ ︙ ⋱

ln1 ln2 … 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

u11 u12 … u1n
u22 … u2n

⋱ ︙

unn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

  第1步:
 

L 的第1行依次乘以U 的第1,2,…,n 列,得

u1j =a1j, j=1,2,…,n.
L 的第2,3,…,n 行依次乘以U 的第1列,得

li1=
ai1

u11
, i=2,3,…,n,

故得

u1j =a1j,j=1,2,…,n;
 

li1=
ai1

u11
, i=2,3,…,n.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  第2步:
 

L 的第2行依次乘U 的第2,3,…,n 列,得

l21u1j +u2j =a2j, j=2,3,…,n,

     …

  最后可得
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ukj =akj -∑
k-1

t=1
lktutj, j=k,k+1,…,n, k=2,3,…,n;

 

lik = akj -∑
k-1

t=1
litutk /ukk,i=k+1,…,n, k=2,3,…,n.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  与上面的推导类似,可得到克劳特分解的紧凑计算格式如下:
 

li1=ai1, i=1,2,…,n;
 

u1j =
a1j
l11
, j=2,3,…,n;

 

lik =aik -∑
k-1

t=1
litutk, i=k,k+1,…,n, k=2,3,…,n;

 

ukj = akj -∑
k-1

t=1
lktutj /lkk, j=k+1,…,n, k=2,3,…,n.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  例3.1 求矩阵A=
2 -1 3
1 2 1
2 4 3  的杜利特尔分解和克劳特分解.

解 令A=
2 -1 3
1 2 1
2 4 3  =

1 0 0
l21 1 0

l31 l32 1  
u11 u12 u13
0 u22 u23
0 0 u33  ,代入杜利特尔分解的紧凑

计算格式得

u11=2, u12=-1, u13=3, l21=
1
2
, l31=1, u22=

5
2
,

u23=-
1
2
, l32=2, u33=1,

所以

L=

1 0 0
1
2 1 0

1 2 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, U=

2 -1 3

0 5
2 -

1
2

0 0 1
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􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

故矩阵A 的杜利特尔分解为

A=

1 0 0
1
2 1 0

1 2 1
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􀪁
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2 -1 3

0 5
2 -

1
2

0 0 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

而由克劳特分解的紧凑计算格式得

l11=2, l21=1, l31=2, u12=-
1
2
, u13=

3
2
, l22=

5
2
, l32=5,

u23=-
1
5
, l33=1,
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故A 的克劳特分解为

A=

2 0 0

1 5
2 0

2 5 1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

1 -
1
2

3
2

0 1 -
1
5

0 0 1
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􀮨
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  例3.2 求解线性方程组

x1+2x2+3x3=2,

2x1+2x2+ x3=3,

3x1+4x2+2x3=4.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

  解 线性方程组可写为Ax=b,其中

A=
1 2 3
2 2 1
3 4 2  , x=

x1
x2
x3  

 

, b=
2
3
4  .

  首先对A 进行三角分解,得到

A=LU=
1 0 0
2 1 0
3 1 1  1 2 3

0 -2 -5
0 0 -2  .

于是线性方程组变为(LU)x=b或L(Ux)=b.
令Ux=y,则有Ly=b,其中y=(y1,y2,y3)

T,于是有

1 0 0
2 1 0
3 1 1  

y1
y2
y3  = 2

3
4  ,即

y1=2,

2y1+y2=3,

3y1+y2+y3=4,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 容易求得

y1=2,

y2=-1,

y3=-1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

再解

1 2 3
0 -2 -5
0 0 -2  

x1
x2
x3  = 2

-1
-1  ,即

x1+2x2+3x3=2,

-2x2-5x3=-1,

-2x3=-1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 可求得

x1=2,

x2=-
3
4
,

x3=
1
2.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

此即为原方程组的解.

3.1.3 楚列斯基分解

当A 是对称正定矩阵时,则可以使三角分解的计算量大为减少,大约是前述的杜利特

尔分解工作量的一半.
定理3.5 若A∈RRn×n 对称正定,则存在一个实的非奇异下三角矩阵L,使A 分解为

A=LLT,这种分解称为楚列斯基(Cholesky)分解,也称为平方根分解.如果限定L 的对角

线为正时,这种分解是唯一的.
证明 因为A 是对称正定的,所以由线性代数知识知,它的各阶顺序主子式Δi>0

(i=1,2,…,n),再由定理3.3知,A 可唯一地分解为A=L
~
DU
~,其中L

~
为单位下三角矩阵,
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D=diag(d1,d2,…,dn)为对角矩阵,U
~

为单位上三角矩阵.

又因为AT=U
~TDL

~T,根据A=AT,所以有L
~
DU
~
=U
~TDL

~T.

由A=L
~
DU
~

及分解的唯一性,从而L
~
=U
~T,将其代入A=L

~
DU
~,有A=U

~TDU
~
.

因为|U
~
|=1≠0,故U

~
可逆,由A=U

~TDU
~

可知

D=(U
~T)-1AU~-1=(U

~-1)TAU~-1.
  由线性代数知,A 与D 是相似的,而A 是对称正定矩阵,则D 也是对称正定矩阵(事实

上,对于任取的非零列向量x∈RRn,显然U
~-1x≠0,二次型xTDx=xT(U

~-1)TAU
~-1x=

(U
~-1x)TA(U

~-1x)>0,故D 为正定对称矩阵).既然对角矩阵D 对称正定,那么它的所有

一阶主子式,即主对角线元素di>0(i=1,2,…,n).令

D
1
2 =diag(d1,d2,…,dn),

则有唯一的表达式

A=
 

L~DU~ =
 

L~D
1
2D

1
2L~T=(L

~D
1
2)(L~D

1
2)T=LLT,

其中L=L
~
D

1
2是对角线元素全为正数 d1,d2,…,dn 的下三角矩阵. □

设A=(aij)n×n,L=(lij)n×n(lij=0,i<j),则由A=LLT,得

aij =∑
j-1

k=1
likljk +lijljj, i=j,j+1,…,n.

从而得到对称正定矩阵A 的楚列斯基分解的紧凑计算格式如下:
 

当i=j时,有ljj = ajj -∑
j-1

k=1
l2jk 1

/2
(j=1,2,…,n);

 

当i>j时,有lij =
aij -∑

j-1

k=1
likljk

ljj
(i=j+1,…,n).

注3.3 当j=1时,有l11= a11,li1=
ai1

l11
,对j=2,3,…,n,由上面两式逐列求得L

的元素lij,即得A 的楚列斯基分解.

例3.3 已知矩阵A=
5 -2 0
-2 3 -1
0 -1 1  ,求A 的楚列斯基分解.

解 先验证矩阵为对称正定,对称是显然的.又Δ1=5>0,Δ2=
5 -2
-2 3

=11>0,

Δ3=detA=6>0,故A 对称正定.可用楚列斯基分解,由A 的楚列斯基分解的紧凑计算格

式可得

l11= 5, l21=-
2
5
, l31=0, l22=

11
5
, l32=-

5
11
, l33=

6
11.

于是
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L=

5 0 0

-
2
5

11
5 0

0 -
5
11

6
11

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, A=LLT.

  注3.4 楚列斯基分解法要求用到开方运算,为避免开方运算,可将A 分解为A=
LDLT(其中L 为单位下三角矩阵),这种分解方法称为改进的平方根法.

3.2 矩阵的QR分解

矩阵的QR分解在解决最小二乘问题、特征值计算等方面,都是十分重要的.本节介绍

豪斯霍尔德(Householder)矩阵和吉文斯(Givens)矩阵,这也是在求矩阵的QR分解时用到

的主要工具.

3.2.1 吉文斯矩阵和吉文斯变换

1.
  

基本概念

  定义3.4 设实数c与s满足c2+s2=1,称

Tij =

1
⋱
1

c … s
1

︙ ⋱ ︙

1
-s … c

1
⋱
1

􀮠

􀮢
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􀪁
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􀪁
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(i)

(j)

(i<j)

[i]      [j]  
为吉文斯矩阵(初等旋转矩阵),也记作Tij=Tij(c,s).由吉文斯矩阵所确定的线性变换称

为吉文斯变换(初等旋转变换).
注3.5 (1)

 

实数c2+s2=1,故存在θ,使c=cosθ,s=sinθ.
(2)

 

y=Tijx 中Tij 确定了将向量x 变成y 的一种变换,称为吉文斯变换.二阶情况下,

y=
cosθ sinθ
-sinθ cosθ  x 确定的正是平面直角坐标系中绕原点的一个旋转变换(按顺时针方向

旋转θ角).
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  (3)
 

以上实吉文斯矩阵也可推广成为复初等旋转矩阵

Uik =

1
⋱
1

ceiθ1 … seiθ2

1
︙ ⋱ ︙

1

-seiθ3 … ceiθ4

1
⋱
1

􀮠

􀮢
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(i)

(k)

.

[i]      [k]

其中c与s仍为满足c2+s2=1的实数,θ1,θ2,θ3,θ4 为实角度,i= -1.

显然,det(Uik)=c
2e
i(θ1+θ4)+s2ei

(θ2+θ3);
 

当θ1+θ4=θ2+θ3 时,det(Uik)=e
i(θ1+θ4);

 

当θ1+θ4=θ2+θ3=2nπ时,det(Uik)=1.

2.
  

性质

(1)
 

(Tij(c,s))
-1=(Tij(c,s))

T=Tij(c,-s),-sin(θ)=sin(-θ)(即旋转θ度再反

向旋转θ度,就可还原),det(Tij(c,s))=1.
(2)

 

设x=ξ1,ξ2,…,ξn  T,y=Tijx=η1,η2,…,ηn  T,则有

ηi=cξi+sξj,

ηj =-sξi+cξj,

ηk =ξk, k≠i,j.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  当ξ2i+ξ
2
j≠0时,总可以选c=

ξi

ξ2i+ξ
2
j

,s=
ξj

ξ2i+ξ
2
j

,使

ηi= ξ2i +ξ2j,
 
ηj =0 →Tijx=(ξ1,…,ξi-1,ξ2i +ξ2j,ξi+1,…,ξj-1,0,ξj+1,…,ξn)

T.

  定理3.6 设x=ξ1,ξ2,…,ξn  T≠0,则存在有限个吉文斯矩阵的乘积T,使得Tx=

‖x‖e1,这里e1= 1,0,0,…,0  T.
证明 先考虑ξ1≠0的情形.

(1)
 

构造T12(c,s):
 

c=
ξ1

ξ21+ξ
2
2

,s=
ξ2

ξ21+ξ
2
2

,则

T12x= ξ21+ξ22, 0,ξ3,ξ4, …,ξn  T.
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  (2)
 

对T12x 再构造T13(c,s):
 

c=
ξ21+ξ

2
2

ξ21+ξ
2
2+ξ

2
3

,s=
ξ3

ξ21+ξ
2
2+ξ

2
3

,则

T13T12x= ξ21+ξ22+ξ23, 0, 0,ξ4, …,ξn  T.
  (3)

 

以此类推,构造

T1k(c,s):
 

c=
ξ21+…+ξ2k-1

ξ21+ξ22+…+ξ2k
, s=

ξk

ξ21+ξ22+…+ξ2k
, k=2,3,…,n,

则

T1k(T1,k-1…T13T12x)= ξ21+ξ22+…+ξ2k, 0, 0, … 0,ξk+1, …,ξn  T.
直至k=n.令T=T1nT1,n-1…T12,则有

Tx= ξ21+ξ22+…+ξ2n, 0, 0, …, 0  T=‖x‖e1 .

  再考虑ξ1=0的情形.
若ξ1=ξ2=…=ξk-1=0,ξk≠0(1<k≤n),则从第一个不为零的ξk 开始运用上述方

法即可. □
推论 对于任何非零列向量x∈RRn 及任何单位列向量z(‖z‖=1),均存在着有限个

吉文斯矩阵的乘积T,使Tx=‖x‖z.
证明 由定理3.6,对x 存在有限个吉文斯矩阵T(1)

12 ,T
(1)
13 ,…,T

(1)
1n 的乘积T(1)=

T(1)
1n …T

(1)
13T

(1)
12 ,使T(1)x=‖x‖e1 .

对z同理存在有限个吉文斯矩阵T(2)
12 ,T

(2)
13 ,…,T

(2)
1n 的乘积T(2)=T(2)

1n …T
(2)
13T

(2)
12 ,使

T(2)z=‖z‖e1=e1 .于是T(1)x=‖x‖e1=‖x‖T(2)z=T(2)(‖x‖z),由此得

(T(2))-1T(1)x=‖x‖z,即
(T(2)
1n …T

(2)
13T

(2)
12 )-

1(T(1)
1n …T

(1)
13T

(1)
12 )x=‖x‖z,

其中

(T(2)
1n …T

(2)
13T

(2)
12 )-

1(T(1)
1n …T

(1)
13T

(1)
12 )=(T

(2)
12 )-

1(T(2)
13 )-

1…(T(2)
1n )-

1T(1)
1n …T

(1)
13T

(1)
12

=(T(2)
12 )

T(T(2)
13 )

T…(T(2)
1n )

TT(1)
1n …T

(1)
13T

(1)
12

为有限个吉文斯矩阵的乘积. □
例3.4 用吉文斯变换将向量x=(1,-3,5)T 变换为与e1=(1,0,0)

T 同方向.

解 对x 构造T12(c,s):
 

c=
1
10
,s=

-3
10
,则T12x=(10,0,5)

T;
 

对T12x 构造

T13(c,s):
 

c=
10
35
,s=

5
35
,则T13(T12x)=(35,0,0)

T.于是

T=T13T12=

10
35

0 5
35

0 1 0

-
5
35

0 10
35
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1
10

-3
10

0

3
10

1
10

0

0 0 1
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=

1
35

-
3
35

5
35

3
10

1
10

0

-
5
350

15
350

10
35
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,

Tx= 35e1.


