[image: image1.wmf]E

[image: image919.jpg]Q)
X

<

K




[image: image920.jpg]


[image: image921.jpg]YA

NYIN

NN

=V





第3章  多维随机变量及其概率分布

第2章我们详细讨论了一个随机变量及其概率分布，重点介绍了分布函数、分布律、概率密度函数等相关概念. 在许多经济现象和生产实践中，某些随机现象需要同时考虑几个随机变量及它们之间的相互影响，即需要用多个随机变量才能描述清楚. 例如，气象因素中气温、气压、风力等都是需要考虑的. 再如为了分析某企业的当月经营状况，既要考虑其月成本，又要考虑其收入等随机变量；又比如在研究某地区小学生身高和体重的关系时，既需要测量每个小学生的身高，又要测量其体重，可能还要考虑其他生理指标. 这些实际问题都需要我们同时研究多个随机变量及各个随机变量之间的相互依赖关系，从而需要研究多个随机变量取值的统计规律性，即多个随机变量的概率分布问题.

本章主要讨论二维随机变量及其联合分布(含离散型与连续型)、边缘分布、条件分布和独立性，二维随机变量函数的分布. 

3.1  二维随机变量

3.1.1  二维随机变量及其分布函数

下面介绍二维随机向量的概念. 

定义3.1.1  设随机试验
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的样本空间为
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为定义于
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上的两个随机变量，称由它们组成的二元向量
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为二维随机向量，或二维随机变量.
二维随机变量
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的有关问题不仅与
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有关，可能还跟这两个随机变量之间的关系有关，因此单独研究
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的性质是不够的，需要将它们作为一个整体进行讨论. 由于二维随机变量的复杂性，需要涉及更多的数学工具，为避免复杂化，我们不用向量矩阵工具，主要是基于二元函数的微积分知识来进行讨论.

类似于第2章介绍一维随机变量，我们也将借助分布函数这个工具来研究二维随机变量.

定义3.1.2  设
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为二维随机变量
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的分布函数，或称随机变量
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的联合分布函数. 

这个二元函数的定义域为二维平面
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，值域为
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，其几何意义可理解为：将随机变量
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看作平面上的随机点，则分布函数
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为顶点且位于该点左下方的矩形区域内的概率，如图3-1所示.

根据分布函数的几何意义，随机点落在矩形区域(见图3-2)
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分布函数
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具有下列基本性质.
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      图3-1  以(x, y)为顶点的矩形区域              图3-2  二维随机变量落在矩形中的情况
性质3.1.1  
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性质3.1.4  
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3.1.2  二维离散型随机变量及其概率分布

定义3.1.3  设二维随机变量
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所有可能的取值是有限对或者是可列无限多对，则称二维随机变量
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为二维离散型随机变量.

类似于一维离散型随机变量
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的分布律，二维离散型随机变量
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的联合分布律定义如下.

定义3.1.4 设
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为二维离散型随机变量
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的概率分布或分布律，也称为随机变量
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与
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的联合概率分布，或联合分布律. 

由于二维离散型随机变量
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的取值可表示为
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，通常将二维离散型分布律用下列二维列表(见表3-1)表示.

表3-1  二维离散型随机变量
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例3.1.1  设随机变量X表示在1, 2, 3, 4这4个整数中等可能地取出的一个数，随机变量Y表示在1～X中等可能地取出的一个整数，试求
[image: image95.wmf](,)

XY

的分布律.
解  由题意可知X的可能取值是1, 2, 3, 4，Y的最多可能取值也是1, 2, 3, 4，根据概率的乘法公式
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从而有
[image: image98.wmf](,)

XY

的分布律如下.
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例3.1.2  设二维随机变量
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的概率和的简写，即只需把表中第二行中的概率值求和，所以
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3.1.3  二维连续型随机变量及其概率密度函数

类似于一维连续型随机变量的概率密度函数定义，对二维连续型随机变量
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的密度函数，我们继续利用分布函数这个重要工具进行定义.

定义3.1.5  设
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为二维连续型随机变量，它的联合分布函数为
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则称
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为二维连续型随机变量，二元函数
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的概率密度函数，或称为随机变量
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的联合概率密度. 

根据定义3.1.5，
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从几何上看，二维连续型随机变量
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例3.1.3  设二维随机变量
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设
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3.1.4  n维随机变量及其联合分布

有了二维随机变量(向量)的概念及其分布函数、密度函数的定义后，我们容易将它推广到
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对于任意实数
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为
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维随机变量
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的分布函数，或称随机变量
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的联合分布函数. 

习题3.1

1. 将两个小球等可能地投入编号为1, 2, 3的三个盒子中，令X表示放入1号盒子的球数，Y表示放入2号盒子的球数，求X、Y的联合分布律.

2. 盒子里装有3只黑球、2只红球、2只白球，现从盒子中一次任取4只球，以X表示取到黑球的只数，以Y表示取到白球的只数，求
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3. 设随机变量
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4. 设随机变量
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3.2  边 缘 分 布

前面我们讨论了二维随机变量
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作为一个整体的联合分布及其有关的性质，然而
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，我们依次称其为随机变量
[image: image198.wmf](,)

XY

关于
[image: image199.wmf],

XY

的边缘分布函数. 边缘分布函数可以由它们的联合分布函数所确定. 可以看出
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，             (3.9)

即
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对于离散型随机变量，可以得到


[image: image203.wmf]1

()(,)

i

Xij

xxj

FxFxp

+¥

=

=+¥=

åå

≤

，
[image: image204.wmf]1

()(,)

j

Yij

yyi

FyFyp

+¥

=

=+¥=

åå

≤

.

3.2.1  边缘分布律

在多维随机变量的联合分布中，其中某一个随机变量的分布，称为多维随机变量分布中关于这个随机变量的边缘分布. 

先看一个二维离散型随机变量
[image: image205.wmf](,)

XY

的联合分布律与各自分布律的关系.

例3.2.1  将一枚硬币与一颗骰子一起抛掷一次的试验中，设随机变量
[image: image206.wmf]X

表示硬币出现正、反面，取值分别记为1和0，随机变量
[image: image207.wmf]Y

表示骰子出现的点数，取值分别为1, 2, 3, 4, 5, 6. 求：(1)二维随机变量
[image: image208.wmf](,)

XY

的分布律；(2)
[image: image209.wmf],

XY

各自的分布律.

解  根据题意，

(1)
一枚硬币与一颗骰子一起掷一次试验的样本空间中的基本事件12个，二维随机变量
[image: image210.wmf](,)

XY

可能的取点为：


[image: image211.wmf](0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(1,1

),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)

.

根据实际经验得知，该试验中硬币出现正反面与骰子出现的点数是独立的，所以
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二维随机变量
[image: image214.wmf](,)

XY

的分布律为
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将二维随机变量
[image: image217.wmf](,)

XY

的分布律列在一个二维表中，如下.

	             Y                                  
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	1     2      3     4     5    6
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(2)
据题意易知，随机变量
[image: image242.wmf]X

的分布律为
[image: image243.wmf]{0}0.5
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，
[image: image244.wmf]{1}0.5
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，随机变量
[image: image245.wmf]Y

的分布律为
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现在若将二维随机变量
[image: image247.wmf](,)

XY

的分布律列表中的每行概率值依次相加记在该行最后，每列概率求和记在该列下边，得到的最后结果如分布律列表中所示.

从上表可以看到，二维随机变量
[image: image248.wmf](,)

XY

的分布律表中，最右边一列恰好为随机变量
[image: image249.wmf]X

的分布律，底边一行恰好为随机变量
[image: image250.wmf]Y

的分布律.  

二维离散型随机变量
[image: image251.wmf](,)

XY

分布律为
[image: image252.wmf]{,},1,2,.

ij

PXxYyij

===

L

，

 记


[image: image253.wmf]{}

i

PXx

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image254.wmf]11

{,}

ijij

jj

PXxYyp

¥¥

==

====

åå

， 
[image: image255.wmf]1,2,

i

=

L


常把
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为二维离散型随机变量
[image: image261.wmf](,)

XY

关于
[image: image262.wmf]X

的边缘分布律，或边缘概率分布. 

同理，把
[image: image263.wmf]1
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为二维离散型随机变量
[image: image268.wmf](,)

XY

关于
[image: image269.wmf]Y

的边缘分布律，或边缘概率分布. 

例3.2.2  已知二维随机变量
[image: image270.wmf](,)

XY

的联合分布律如下表所示，求其边缘分布律. 

	          Y                                  

     X
	       1       2      3       4

	1

2

3
	       0.1      0      0.1     0

       0.3      0      0.1     0.2

       0        0.2    0       0


解  由边缘分布律的定义，计算X, Y的边缘分布律，只需在上表中按行求和，即得
[image: image271.wmf]X

的边缘分布律；按列求和，即得
[image: image272.wmf]Y

的边缘分布律. 列表表示如下.
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3.2.2  边缘密度函数

对于连续型随机变量，我们常用分布函数和密度函数来描述随机变量的相关问题.

对二维连续型随机变量
[image: image275.wmf](,)

XY

，设它的联合分布密度函数为
[image: image276.wmf](,)
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，则联合分布函数为
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由边缘分布函数的定义式(3.7)，
[image: image278.wmf]X

的边缘分布函数为
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称
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为
[image: image282.wmf]X

的边缘密度函数.
同理可得，
[image: image283.wmf]Y

的边缘分布函数为
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称
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                        (3.15)
为
[image: image288.wmf]Y

的边缘密度函数.

例3.2.3  设二维随机变量
[image: image289.wmf](,)
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的联合密度函数为
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求
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的边缘概率密度函数
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解  根据题设，
[image: image293.wmf](,)
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只有在由直线
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同理，当
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例3.2.4  设二维随机变量
[image: image309.wmf](,)
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的联合密度函数为
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其中
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服从参数为
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解  根据题设
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[image: image332.wmf]2
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同理可得
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由例3.2.4可知，如果二维随机变量
[image: image334.wmf](,)
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的边缘分布为
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的分布与参数
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的边缘分布和关于
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的边缘分布却与参数
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无关. 从此例我们看到，仅仅根据关于
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和
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的边缘分布，一般是不能确定随机变量
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和
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的联合分布的. 

3.2.3  n维随机变量的边缘分布

设
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又若
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对
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维离散型随机变量
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的边缘分布律，有类似的结果. 以三维
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例3.2.5  在三枚硬币一起掷一次试验中，设
[image: image387.wmf]X

, 
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, 
[image: image389.wmf]W

分别是第一枚、第二枚和第三枚硬币出现正、反面的随机变量，并设取值分别为1和0，写出三维随机变量
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的联合分布律和各个边缘分布律. 

解  根据题意，
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同理可得
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同理可得
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习题3.2

1. 设二维随机变量
[image: image409.wmf](,)

XY

的分布律为

	            Y
     X
	    0       1      2

	    -1

    0

    1
	    0      1/3    1/6

    1/6      0     0

    1/3      0     0   


计算
[image: image410.wmf]X

和
[image: image411.wmf]Y

的边缘分布律. 

2. 设随机变量
[image: image412.wmf]X

在1, 2, 3三个数中等可能地取一数，另一个随机变量
[image: image413.wmf]Y

在1～
[image: image414.wmf]X

中等可能地取一个整数. 求
[image: image415.wmf](,)

XY

关于
[image: image416.wmf]X

和
[image: image417.wmf]Y

的边缘分布律.

3. 设二维随机变量
[image: image418.wmf](,)

XY

的概率密度为


[image: image419.wmf]4.8(2)010
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0

yxxyx
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，
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≤
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≤

≤

，

其

他

.
求
[image: image420.wmf]X

与
[image: image421.wmf]Y

的边缘概率密度. 

4. 设二维随机变量
[image: image422.wmf](,)

XY

的概率密度为


[image: image423.wmf]e0
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求
[image: image424.wmf]X

与
[image: image425.wmf]Y

的边缘概率密度. 

3.3  条 件 分 布

根据条件概率的定义，我们给出二维随机变量
[image: image426.wmf](,)

XY

条件分布的概念. 下面将分别讨论二维离散型和二维连续型随机变量的条件分布. 

3.3.1  二维离散型随机变量的条件分布律

设
[image: image427.wmf](,)

XY

是二维离散型随机变量，其分布律为
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，
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关于
[image: image430.wmf]X

和
[image: image431.wmf]Y

的边缘分布律分别为
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设
[image: image436.wmf]0

j

p

·

>

，我们考虑在事件
[image: image437.wmf]{}

j

Yy

=

发生的条件下事件
[image: image438.wmf]{}

i

Xx

=

发生的概率分布，即求事件
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，
[image: image440.wmf]1,2,
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的概率，由条件概率公式
[image: image441.wmf]()
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，可得
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      (3.25)

定义3.3.1  设
[image: image444.wmf](,)

XY

是二维离散型随机变量，对于任意给定的
[image: image445.wmf]j

，若
[image: image446.wmf]{}0
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=>

，则称
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      (3.26)

为在
[image: image449.wmf]j

Yy

=

条件下随机变量
[image: image450.wmf]X

的条件分布律. 

对于任意给定的
[image: image451.wmf]i

，若
[image: image452.wmf]{}0
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，则称

[image: image453.wmf]{,}
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[image: image454.wmf]1,2,
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       (3.27)

为在
[image: image455.wmf]i

Xx

=

条件下随机变量
[image: image456.wmf]Y

的条件分布律. 

例3.3.1  在汽车组成车间，一辆汽车的两道工序是由机器人组装完成的，其一是紧固3只螺栓，其二是焊接2处焊点. 以
[image: image457.wmf]X

表示机器人紧固螺栓未达标数目，以
[image: image458.wmf]Y

表示机器人焊接点未达标数目. 根据以往的统计资料知
[image: image459.wmf](,)

XY

的分布律如下表：

	            X

     Y
	0        1        2       3       
	
[image: image460.wmf]{}
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·
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	0

1

2
	0.840     0.030     0.020   0.010

0.060     0.010     0.008   0.002

0.010     0.005     0.004   0.001
	0.900

0.080

0.020

	
[image: image461.wmf]{}
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	0.910     0.045    0.032    0.013
	1.000


求：(1)在
[image: image462.wmf]1

X

=

条件下随机变量
[image: image463.wmf]Y

的条件分布律；(2)在
[image: image464.wmf]0

Y

=

条件下随机变量
[image: image465.wmf]X

的条件分布律. 

解  边缘分布已列出，故由定义在
[image: image466.wmf]1

X

=

条件下随机变量
[image: image467.wmf]Y

的条件分布律为


[image: image468.wmf]{1,0}6
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或列表表示为

	
[image: image471.wmf]Yk
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	0       1       2

	
[image: image472.wmf]{|1}

PYkX

==


	 6/9      2/9     1/9


同理计算可得在
[image: image473.wmf]0

Y

=

条件下随机变量
[image: image474.wmf]X

的条件分布律列表表示如下.

	
[image: image475.wmf]Xk

=


	0       1       2       3

	
[image: image476.wmf]{|0}

PXkY

==


	84/90    3/90    2/90     1/90


3.3.2  二维连续型随机变量的条件分布

对于
[image: image477.wmf](,)

XY

为二维连续型随机变量，因为
[image: image478.wmf]{,}0

PXxYy

===

，所以不能按离散型随机变量的条件分布那样进行定义，但是对任意的正数
[image: image479.wmf]e

，
[image: image480.wmf]{}0
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，则可以考虑
[image: image481.wmf]{,}
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. 当
[image: image482.wmf]0

e

+

®

时，如果其极限存在，就可以考虑将该极限作为条件分布了.

定义3.3.2  对于任意给定的正数
[image: image483.wmf]e

，
[image: image484.wmf]{}0

PyYy
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，若
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存在，则称此极限为在
[image: image487.wmf]Yy

=

条件下随机变量
[image: image488.wmf]X

的条件分布函数.记为
[image: image489.wmf]{|}

PXxYy

=

≤

或
[image: image490.wmf]|

(|)

XY

Fxy

.

定义3.3.3  设二维连续型随机变量
[image: image491.wmf](,)

XY

的联合密度函数为
[image: image492.wmf](,)

fxy

，关于
[image: image493.wmf],

XY

的边缘密度函数
[image: image494.wmf](),()

XY

fyfx

都是连续函数.

当
[image: image495.wmf]()0

Y

fy

>

时，由条件分布函数定义与极限运算可得 
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，            (3.28)
称其中的被积函数
[image: image497.wmf](,)

()

Y

fxy

fy

为在
[image: image498.wmf]Yy

=

条件下随机变量
[image: image499.wmf]X

的条件概率密度函数，记作


[image: image500.wmf]|
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XY

fxy

=
[image: image501.wmf](,)

()

Y

fxy

fy

.                        (3.29)

类似地定义，当
[image: image502.wmf]()0

X

fx

>

时，在
[image: image503.wmf]Xx

=

条件下随机变量
[image: image504.wmf]Y

的条件分布函数为
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  (3.30)
称其中的被积函数
[image: image506.wmf](,)
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X

fxy

fx

为在
[image: image507.wmf]Xx

=

条件下随机变量
[image: image508.wmf]Y

的条件概率密度函数，记作


[image: image509.wmf]|
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=
[image: image510.wmf](,)
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.                         (3.31)

例3.3.2  设
[image: image511.wmf](,)

XY

的联合分布密度函数为


[image: image512.wmf]401,01
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试求条件概率密度函数
[image: image513.wmf]|

(|)

XY

fxy

与
[image: image514.wmf]|
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解  先求
[image: image515.wmf]X

的边缘概率密度函数.当
[image: image516.wmf]0
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或
[image: image517.wmf]1
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时，
[image: image518.wmf]()0
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当
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所以
[image: image521.wmf]X

的边缘概率密度函数为
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由对称性可以求得
[image: image523.wmf]Y

的边缘概率密度函数为
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因此，条件概率密度函数为
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例3.3.3  设
[image: image527.wmf](,)

XY

的联合分布密度函数为
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求
[image: image529.wmf]{1|}(0)
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解  先求
[image: image530.wmf]Yy

=

条件下随机变量
[image: image531.wmf]X

的条件密度函数，当
[image: image532.wmf]0
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时，
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当
[image: image536.wmf]0
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时，
[image: image537.wmf]|
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于是
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习题3.3

1. 设随机变量(X, Y)的分布律为

	           X
   Y
	0
	1
	2

	0

1

2

3
	0

0.1

0.1

0.1
	0.1

0.2

0.05

0.05
	0.05

0.15

0.05

0.05


求P {X=2|Y=2}，P {Y=3| X=0}.

2．设
[image: image540.wmf](,)

XY

的联合分布密度函数为


[image: image541.wmf]801
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求
[image: image542.wmf]||
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XYYX

fxyfyx

，


3.4  随机变量的独立性

由上节讨论可知，已知二维随机变量
[image: image543.wmf](,)

XY

的联合分布就可求得随机变量
[image: image544.wmf],

XY

的边缘分布与条件分布.但已知
[image: image545.wmf],

XY

的边缘分布或者条件分布，一般不能确定其联合分布. 本节先给出两个随机变量独立的概念，然后讨论联合分布与边缘分布的关系. 

3.4.1  两个随机变量的独立性

在第1章我们利用
[image: image546.wmf]()()()

PABPAPB

=

给出了事件
[image: image547.wmf],

AB

独立的概念. 对于二维随机变量
[image: image548.wmf](,)

XY

中的随机变量
[image: image549.wmf],

XY

的独立性，我们可以类似定义. 

定义3.4.1  设二维随机变量
[image: image550.wmf](,)

XY

，如果对于任意给定的两个实数
[image: image551.wmf],

xy

，有 
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，              (3.32)  

则称随机变量
[image: image553.wmf],

XY

是相互独立的. 

根据定义3.4.1即可得等价的结论：如果二维随机变量
[image: image554.wmf](,)

XY

的分布函数和关于
[image: image555.wmf],

XY

的边缘分布函数分别为
[image: image556.wmf](,)

Fxy

和
[image: image557.wmf](),()
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FxFy

，则
[image: image558.wmf],

XY

相互独立等价于
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=
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对于二维离散型随机变量
[image: image561.wmf](,)

XY

，
[image: image562.wmf],

XY

相互独立等价于
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即
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                    (3.35)

对于二维连续型随机变量
[image: image567.wmf](,)

XY

，设联合密度函数
[image: image568.wmf](,)

fxy

和边缘密度函数
[image: image569.wmf](),()

XY

fxfy

都连续时，
[image: image570.wmf],
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相互独立等价于
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                      (3.36)

利用这些结论，可知例3.2.1中掷硬币和掷骰子组成的二维随机变量中的两个随机变量是独立的，因为
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对于二维正态随机变量
[image: image573.wmf](,)
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～
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都与参数
[image: image577.wmf]r

无关，
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如果参数
[image: image579.wmf]r

=0，则对于任意实数
[image: image580.wmf],

xy

，有


[image: image581.wmf](,)()()

XY
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，因此
[image: image582.wmf]X

,
[image: image583.wmf]Y

相互独立.
反之，如果
[image: image584.wmf]X

,
[image: image585.wmf]Y

相互独立，故对所有实数
[image: image586.wmf]x

,
[image: image587.wmf]y

，有
[image: image588.wmf](,)()()
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特别令
[image: image589.wmf]12
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时，得
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，从而
[image: image591.wmf]r

=0. 

由此得到一个重要的结论：

二维正态随机变量
[image: image592.wmf](,)

XY

～
[image: image593.wmf]22
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N

mmssr

，
[image: image594.wmf],

XY

相互独立的充分必要条件是参数
[image: image595.wmf]r

=0. 

例3.4.1  在区间
[image: image596.wmf](0,)

a

的中点两边随机地选取两点，求两点的距离小于
[image: image597.wmf]3

a

的概率. 

解  用
[image: image598.wmf]X

表示中点左边所取的随机点到0的距离，
[image: image599.wmf]Y

表示中点右边所取的随机点到0的距离，即


[image: image600.wmf]0
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，
[image: image601.wmf]2

a

Ya
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，

由题设可知，
[image: image602.wmf]X

,
[image: image603.wmf]Y

都是在相应的区间上均匀分布的随机变量，且
[image: image604.wmf]X

,
[image: image605.wmf]Y

相互独立. 

由均匀分布模型，得


[image: image606.wmf]2
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，
[image: image607.wmf]2
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所以
[image: image608.wmf](,)

XY

的联合密度函数为
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若记
[image: image610.wmf](,)|0,
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，则
[image: image611.wmf](,)

XY

服从平面区域
[image: image612.wmf]G

上的二维均匀分布，如图3-5所示. 

因此，求事件
[image: image613.wmf]3
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的概率，即求
[image: image615.wmf](,)
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落在区域
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的概率. 即
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[image: image618.wmf]2
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3.4.2  n个随机变量的独立性

在两个随机变量(向量)的独立性的定义基础上，我们容易将它推广到
[image: image619.wmf]n

个情况. 

设
[image: image620.wmf]12
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n

XXX

L

为
[image: image621.wmf]n

维随机变量，对于任意实数
[image: image622.wmf]12
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xxx
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，如果事件


[image: image623.wmf]1122
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是相互独立的，则称
[image: image624.wmf]12
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n
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L

是相互独立的. 等价的有
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image626.wmf]1122
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或


[image: image627.wmf]12
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Fxxx
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=
[image: image628.wmf]12
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XXXn

FxFxFx
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.             (3.37)

关于多个随机变量的独立性，在数理统计中是很有用的，下面给出在数理统计中常用的几个概念和结论. 

若对任意实数
[image: image629.wmf]1212
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xxxyyy
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，有
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image631.wmf]112212
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其中
[image: image632.wmf]12

,,

FFF

依次为
[image: image633.wmf]mn

+

维随机变量
[image: image634.wmf]1212
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mn

XXXYYY
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、
[image: image635.wmf]m

维随机变量
[image: image636.wmf]12
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m

XXX

L

和
[image: image637.wmf]n

维随机变量
[image: image638.wmf]12

(,,,)

n

YYY

L

的分布函数，则称
[image: image639.wmf]m

维随机变量
[image: image640.wmf]12
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m

XXX

L

和
[image: image641.wmf]n

维随机变量
[image: image642.wmf]12
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n

YYY

L

是相互独立的.  

定理 3.4.1    设
[image: image643.wmf]12
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m

XXX

L

和
[image: image644.wmf]12

(,,,)

n

YYY

L

相互独立，则
[image: image645.wmf](1,2,,)
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和
[image: image646.wmf](1,2,)
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=

L

，

相互独立. 又若g、h为连续函数，则
[image: image647.wmf]12
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m

gXXX

L

和
[image: image648.wmf]12

(,,,)

n

hYYY

L

相互独立. 

习题3.4

1. 随机变量X和Y的联合分布如下，问X和Y是否相互独立. 

	     X
    Y
	-1
	2

	0
	2/5
	1/10

	1
	3/10
	1/5


2. 设随机变量X和Y相互独立，下表列出了它们的联合分布律及边缘分布律中的部分数值，试将该表中空白处的其他数值填上.

	     X
     Y
	0
	1
	2
	
[image: image649.wmf]{}
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PXx
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	0
	
	1/8
	
	

	1
	1/8
	
	
	

	
[image: image650.wmf]{}
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	1


3. 设二维随机变量
[image: image651.wmf](,)

XY

的联合概率密度函数为


[image: image652.wmf]1
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求
[image: image653.wmf]X

,
[image: image654.wmf]Y

的边缘分布密度函数，并判断
[image: image655.wmf]X

,
[image: image656.wmf]Y

是否相互独立.

4. 设二维随机变量
[image: image657.wmf](,)

XY

的联合概率密度函数为


[image: image658.wmf]22
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，

求
[image: image659.wmf],

XY

的边缘分布密度函数，并判断
[image: image660.wmf],

XY

是否相互独立.

3.5  两个随机变量函数的分布

有些实际问题中，需要研究多维随机变量函数的分布.下面讨论两个随机变量函数的分布问题. 即已知二维随机变量
[image: image661.wmf](,)

XY

的分布律或概率密度，求解
[image: image662.wmf](,)

ZgXY

=

的分布律或概率密度函数. 

3.5.1  二维离散型随机变量函数的分布律

设
[image: image663.wmf](,)

XY

为二维离散型随机变量，其概率分布律为
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[image: image665.wmf](,)
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=

为二元实值函数，则
[image: image666.wmf](,)
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仍然是离散型随机变量，且
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{}{(,)}1,2,

ijk

kkij

gxyz

PZzPgXYzpk

=

=====

å

L

，

     (3.39)
例3.5.1  设
[image: image668.wmf](,)

XY

的联合分布律为

	      Y
   X
	0        1       2

	0

1
	0.25       0.1      0.3

0.15       0.15     0.05


求：(1)
[image: image669.wmf]1

ZXY

=+

的概率分布；(2)
[image: image670.wmf]2

ZXY

=

的概率分布；

(3)
[image: image671.wmf]3

max(,)

ZXY

=

的概率分布；(4)
[image: image672.wmf]4

min(,)

ZXY

=

的概率分布. 

解  

(1)
随机变量函数
[image: image673.wmf]1

ZXY

=+

的取值表为

	P
	0.25    0.1     0.3     0.15    0.15    0.05

	(X,Y)
	(0,0)    (0,1)    (0,2)    (1,0)   (1,1)    (1,2)  

	X +Y
	0       1      2       1      2       3

	X Y
	0       0      0       0      1       2

	max(X,Y)
	0       1      2       1      1       2

	min(X,Y)
	0       0      0       0      1       1


从上表可以得到
[image: image674.wmf]1
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[image: image675.wmf]1
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[image: image676.wmf]1
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[image: image677.wmf]1
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(2)

[image: image678.wmf]1
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的概率分布律如下.

	
[image: image679.wmf]1

Z


	0         1        2        3

	
[image: image680.wmf]p


	0.25      0.25     0.45     0.05


(3)
随机变量函数
[image: image681.wmf]2
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的概率分布律如下.

	
[image: image682.wmf]2
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	0        1        2

	
[image: image683.wmf]P


	0.8      0.15      0.05


(4)
随机变量函数
[image: image684.wmf]3

max(,)

ZXY
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的概率分布律如下.

	
[image: image685.wmf]3
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	0       1        2

	
[image: image686.wmf]P


	0.25     0.4      0.35


(5)
随机变量函数
[image: image687.wmf]4
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ZXY

=

的概率分布律如下.

	
[image: image688.wmf]4
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	0           1

	
[image: image689.wmf]P


	0.8         0.2


3.5.2  二维连续型随机变量函数的分布

设
[image: image690.wmf](,)

XY

为二维连续型随机变量，其概率密度函数为
[image: image691.wmf](,)

fxy

，若
[image: image692.wmf](,)
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为二元连续函数，则
[image: image693.wmf](,)

ZgXY
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也是连续型随机变量，
[image: image694.wmf](,)
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的分布函数为
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例3.5.2  设
[image: image696.wmf](,)

XY

为二维连续型随机变量，其概率密度函数为
[image: image697.wmf](,)

fxy

，求
[image: image698.wmf]ZXY

=+

的分布函数. 

解  
[image: image699.wmf](){}{}(,)dd
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化上式二重积分为累次积分，即得
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作变量替换
[image: image701.wmf]ytx
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，然后交换积分次序，得
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于是，
[image: image704.wmf]ZXY

=+

概率密度函数为
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由变量
[image: image706.wmf],
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的对称性可得
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由此可知，
[image: image708.wmf]ZXY

=+

也是连续型的，在具体计算时，可选择较容易积分的变量计算其密度函数. 

特别地，当
[image: image709.wmf],

XY

相互独立时，若关于
[image: image710.wmf],

XY

的两个边缘概率密度分别为
[image: image711.wmf](),()
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，则有
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，可得随机变量之和分布的卷积运算公式如下：

[image: image713.wmf]()()()d
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或
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例3.5.3  设
[image: image715.wmf],

XY

独立，且都服从
[image: image716.wmf][0,1]

上的均匀分布，求随机变量函数
[image: image717.wmf]ZXY

=+

的密度函数. 

解  由题设，设
[image: image718.wmf],

XY

的密度函数分别为
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因为
[image: image721.wmf],
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独立，由卷积公式得
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上述积分中，由于
[image: image723.wmf],

XY

分别取值于
[image: image724.wmf][0,1]

，因此，
[image: image725.wmf]ZXY
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取值为
[image: image726.wmf][0,2]

，故当
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当
[image: image730.wmf]02
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因此，得
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例3.5.4  设
[image: image746.wmf],

XY

独立，且
[image: image747.wmf]X
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，
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～
[image: image750.wmf](0,1)

N

，求随机变量函数
[image: image751.wmf]ZXY
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的密度函数. 

解  因为
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，所以
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的密度函数分别为
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因为
[image: image759.wmf],
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独立，由卷积公式，得
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(利用正态密度函数性质)
令
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再令
[image: image765.wmf]2
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故得
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习题3.5

1. 已知二维随机变量
[image: image772.wmf](,)

XY

的分布律如下：

	     X
    Y
	    0         1          2                             

	0

1

2

3
	0.05       0.02       0.03        

0.02       0.02       0.09 
0.05       0.05       0.07 

0.1        0.2         0.3


求：(1)
[image: image773.wmf]SXY

=

的分布律；(2)V=max
[image: image774.wmf](,)
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的分布律；

(3)U=min
[image: image775.wmf](,)
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的分布律；(4)W=
[image: image776.wmf]XY
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的分布律.
2. 设随机变量
[image: image777.wmf]X

和
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相互独立，其概率密度函数分别为
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求函数
[image: image781.wmf]ZXY
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的概率密度函数. 

3. 设随机变量X与Y有
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，求：

(1)
[image: image784.wmf]X

与
[image: image785.wmf]Y

的联合分布律；(2)
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3.6  本章小结与综合例题

3.6.1  本章小结

本章将一维随机变量的概念加以推广，介绍了多维随机变量的概念. 我们着重讨论了二维随机变量的相关概念. 类似于一维随机变量，先给出了二维随机变量的分布函数的定义，二维随机变量的分布函数是二元函数，因此就会涉及二元函数的性态，这给讨论带来了复杂性. 二维随机变量的分布函数定义为：
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对于二维离散型随机变量
[image: image788.wmf](,)
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定义了其联合分布律：
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对于二维连续型随机变量
[image: image790.wmf](,)
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定义了其联合概率密度函数：
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，其与分布函数的关系为
[image: image792.wmf](,)(,)dd
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我们主要是用分布律或者是密度函数来描述和研究二维随机变量的，例如，对涉及二维离散型随机变量分布的问题就列出它的联合律的二维表，基于这个表求解相关的各类问题；对于连续型随机变量的问题就着重分析它的联合密度函数的性态，进行相关的求解等.非常重要且又常见的概率计算问题
[image: image793.wmf]{(,)}(,)dd
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，其实质上是平行于一维随机变量
[image: image794.wmf]{}()d

b

a

PaXbfxx

<<=

ò

的问题，本质上是一致的，就是计算上从一元定积分变成了二重积分，计算的难度加大了.

研究二维随机变量
[image: image795.wmf](,)

XY

的问题时，除了上述与一维随机变量类似的内容外，增加了边缘分布、条件概率、随机变量的独立性等新的内容. 注意到基于
[image: image796.wmf](,)

XY

的联合分布可以求出它们各自的边缘分布和相互的条件分布，但反之，由边缘分布是无法得到联合分布的，但当
[image: image797.wmf],
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相互独立时. 二维随机变量的联合分布可以根据它们的边缘分布来确定. 若已知
[image: image798.wmf]X

的边缘分布和基于
[image: image799.wmf]X

条件下的
[image: image800.wmf]Y

的条件分布是可以求得它们的联合分布的，具有对称性，若已知
[image: image801.wmf]Y

的边缘分布和基于
[image: image802.wmf]Y

条件下的
[image: image803.wmf]X

的条件分布也是可以求得它们的联合分布的.
二维离散型随机变量的概率分布律比它的分布函数应用更为广泛，边缘分布律有较强的直观意义，而且也较容易计算. 特别是当两个随机变量相互独立时，联合分布律与边缘分布律的关系可由一个二维矩形表完全确定，如表3-2所示.

表3-2  二维随机变量分布律表
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二维连续型随机变量的联合密度函数与边缘概率密度函数的关系为


[image: image823.wmf]()(,)d

X

fxfxyy

+¥

-¥

=

ò

，
[image: image824.wmf]()(,)d

y

fyfxyx

+¥

-¥

=

ò

.

当
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相互独立时，有
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对于求解常用的二维随机变量的函数：
[image: image828.wmf],,max(,),min(,)
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等分布的问题时，要尽可能结合独立性来简化计算，做题时，尽量画出有关函数的定义域的图形，进行分段讨论，明确积分的上下限. 

3.6.2  综合例题

例3.6.1  设二维随机变量
[image: image829.wmf](,)
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的分布律为
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(1) 求关于
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的边缘分布；(2)问
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是否相互独立，并说明理由.

解  (1) 
关于X和Y的边缘分布为
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例3.6.2  设二维随机变量
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(1)
试确定常数C；(2)求X,Y的边缘密度函数，并判断独立性；(3)求
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例3.6.3  设二维随机变量
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当
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从而当
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例3.6.4  某种商品一周的需要量是一个随机变量，其概率密度为
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并设各周的需要量是相互独立的，试求：(1)两周的需要量的概率密度；(2)三周的需要量的概率密度. 

解  (1) 设第一周需要量为
[image: image873.wmf]X

、第二周需要量为
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，它们都是随机变量且为同分布，其分布密度为
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和
[image: image877.wmf]Y

的独立性，可得二维随机变量
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的联合密度函数
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设两周需要的商品量随机变量为
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(2)
由上面得前两周需要量
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的概率密度为
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设
[image: image889.wmf]W

为第三周需要量，得其概率密度为
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同理，设
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表示前三周需要量，由于
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所以
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的概率密度为
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总习题3

1. 设二维随机变量
[image: image901.wmf](,)

XY

的联合分布律为

	           X
 Y
	-1            0             2

	0
1
	0.15          0.30           0.35

0.05          0.12           0.03


(1)
求关于X和Y的边缘分布；

(2) 
X与Y是否相互独立？

2. 设二维随机变量
[image: image902.wmf](,)

XY

的概率密度为
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(1)
求常数C； 

(2)
求X的边缘概率密度；
(3) 
判断X与Y是否相互独立，并说明理由.
3. 设随机变量
[image: image904.wmf](,)

XY

的分布函数为
[image: image905.wmf](,)arctanarctan
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求：(1) 系数A、B及
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的值；(2) 
[image: image907.wmf](,)

XY

的联合概率密度
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4. 设X和Y是两个相互独立的随机变量，X在(0, 1)上服从均匀分布，Y的概率密度为
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求：(1)
X和Y的联合概率密度；(2) 概率
[image: image910.wmf]()
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5. 袋子中有5个号码1, 2, 3, 4, 5，现在从中一次任取3个，记这3个号码中最小号码为
[image: image911.wmf]X

，最大号码为
[image: image912.wmf]Y

. 试求：(1)
[image: image913.wmf]X

与
[image: image914.wmf]Y

的联合分布律；(2)判断
[image: image915.wmf]X

与
[image: image916.wmf]Y

是否相互独立.
6. 设X在区间(0, 1)内随机取值，当观察到
[image: image917.wmf](01)
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时，Y在区间
[image: image918.wmf](,1)

x

内随机取值，求X, Y的联合密度函数.
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图3-3  {x≥y}区域D
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图3-4  f（x，y）的非零区域





�


图3-5  f (x, y)的非零区域与�    有关事件的交集
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