
 

第 1 章

变换群与几何学 

众所周知，客观事物总是处在不断地运动和变化之中的，作为几何学研究对象的图形

也不例外。为了深入认识图形的性质，“高等几何”将以运动和变换的观点去考查图形的

性质。 

为确切地描述图形的运动变化，本章首先给出变换的概念，着重讨论仿射变换，因为

仿射几何是从欧氏几何过渡到射影几何的桥梁；其次还将阐明克莱因关于几何学的变换群

的观点，这一观点曾对近代几何学的发展产生巨大影响。 

1.1  变换与变换群 

1.1.1  映射与变换 

设集合 S 和 S ，若对 S 中的每一元素 M ，按照确定的法则 T ，在 S 中总存在唯一的

元素 M 与之对应，则称此法则 T 为集合 S 到集合 S 的映射，记为 

 T S S ：  （1-1） 

若在 T 之下，元素  M M S 的对应元素是  M M S   ，则称 T 将 M 映成 M ，记为 

 TM M T M   

并称 M 为 M 在 T 下的像， M 为 M 在 T 之下的原像。 

对于映射式（1-1），我们用  T S 表示集合 S 的全体元素在 T 下的像的集合。按照定义，

 T S 是 S 的一部分，即  T S S ，若  T S S  ，即 S 中的每一元素在 T 下都有原像，

则称此映射为满射；若集合 S 中不同元素的像也不同，则称此映射为单射；既是单射又是

满射的映射，称为双射。 

两个集合之间的双射，称为对应；集合到自身的双射称为变换。显然，集合的变换建

立了该集合到自身元素间的一个一一对应关系。 

下面介绍几种简单而常见的平面变换。 

（1）恒等变换。若变换 T S S： ，将 S 上每一元素映射到自身，即对任意 M S ，有

 TM M T M  ，则称该变换为恒等变换（也称为单位变换），常将 T 记为 I 。恒等变

换的表达式为 
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x x

I
y y





 
：  （1-2） 

（2）平移变换。将平面上的点 M 按定向量 a的方向移动到 M ，使得 MM  


a的变换

称为平移变换，简称平移，以 a为平移向量的平移记为 Ta 。  

选取标架如图 1-1 所示，设点  ,M x y 经平移后对应点  ,M x y   ，向量  1 2,a aa ，

利用 MM  


a，即得平移变换的表达式为 

 1

2

x x a
T

y y a



 

  
：a  （1-3） 

 

 
 

图 1-1 

 

（3）旋转变换。对平面上的固定点 O 和有向角 ，使得原像点 M 与像点 M 满足关系：

OM OM 
 

， MOM   的点变换称为以 O 为旋转中心、旋转角为 的旋转变换，简称

旋转，记为 R 。 

如图 1-2 所示，在以中心 O 为原点的直角坐标系  ; ,O  i j 下，旋转变换的表达式为 

 
cos sin

sin cos

x x y
R

y x y
 
 



 

  
：  （1-4） 

 

 
 

图 1-2 

 

（4）轴反射变换。在平面上取一定直线 ，使原像点 M 与像点 M 之间的线段 MM  被

 垂直平分的点变换 M M ，称为以 为轴的轴反射变换，也称为镜射变换，简称镜射
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（见图 1-3）。以 x 轴为轴的轴反射变换式为 

 ox

x x
M

y y





  
：   （1-5） 

 

 
 

图 1-3 

 

（5）位似变换。给定一个实数 0k  和平面 上的一点 A ，若 T 使得 的每一点 M 及

其像  M T M  恒满足 AM k AM
 

，则易知 T 是 上的变换，称为位似变换或位似，定

点 A 和实数 k 分别称为位似中心和位似比。当 0k  时，T 称为同向位似或顺位似；当 0k 

时， T 称为异向位似或逆位似。 

如图 1-4 所示，设  1 2,A a a ，  ,M x y ，  ,M x y   ，利用 AM k AM
 

，即得位似变换

的表达式为 

 
 
 

1

2

1
0

1

x kx k a
k

y ky k a

       




，  （1-6） 

 

 
 

图 1-4 

 

特别地，若原点 O 为位似中心，其变换式为 

 0
x kx

k
y ky


 




，  （1-7） 

设两点 P 、 Q 在位似变换下的像分别为 P、 Q（见图 1-4），则由上述定义得 
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 P Q AQ AP k AQ AP k PQ       
     

 

说明  位似将线段变为与之平行的线段，且将线段的长度按同一倍数放大或缩小

（ 1k  时不变）。因此，位似将共线点变为共线点、平行直线变为平行直线；位似还保持

任意两线段之比不变，因此位似将三角形变为与之相似的三角形，从而保持角度不变。 

在运动和变化中研究图形时，一个核心的问题是确定图形在所考虑的变换下保持不变

的那些性质（或量），称之为该变换下的不变性（或不变量）。例如，共线性、平行性都是

位似下的不变性，两线段的比值、角度是位似下的不变量。 

以上讨论的是平面到自身的变换，下面考虑两个平面之间的对应关系。 

平行射影  设两个平面 与  相交于直线 ，v 是不与平面 和  平行的向量，对于

平面 上的任意点 M ，过 M 作 v 的平行直线，交  于 M ，则将 M 映成 M 的点对应关系

称为平面 到  的平行射影，向量 v 称为投射方向（见图 1-5）。 

 

 
 

图 1-5 

 

由初等几何知识可以证明，平行射影将直线变成直线，且保持平行性和平行线段之比

不变。即有以下性质： 

（1）直线的像还是直线。 

（2）若 AB CD ，则 A B C D    。 

（3）对于平行线段 AB 和 CD ，有 / /AB CD A B C D   。 

1.1.2  映射的乘积与映射的逆 

映射可以连续施行。若将平面上的点 M 先施行 R 得到点 M ，再施行 aT 得到点 M  ，

则由式（1-4）和式（1-3）易得  ,M x y 到  ,M x y   的关系为 

1

2

cos sin

sin cos

x x y a

y x y a

 
 



  

   
 

在 此 ， 称 这 种 从 M 到 M  的 变 换 为 R 和 aT 的 乘 积 ， 记 为 aT R （ 或 aT R ）， 即

 aM T R M   。 
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一般地，设有映射 1T S S ： 和 2T S S  ： ，则乘积 2 1T T S S   ： 定义为：对于任意

   2 1 2 1M S T T M T T M    ， 。 

映射的乘积满足结合律。事实上，对于任意 M S ，总有 

        3 2 1 3 2 1 3 2 1T T T M T T T M T T T M            

          3 2 1 3 2 1 3 2 1T T T M T T T M T T T M           

于是，    3 2 1 3 2 1T T T T T T 。 

要注意的是，乘法一般不满足交换律，即 2 1 1 2T T T T 。比如对于非恒等的 aT 和 R ，有

a aT R R T  ，请读者自行证明这一结论。 

对于双射 T S S ： ，有逆映射 1T S S ： ，即若  T M M ，则  1T M M   。而且，

对于变换 T S S ： ，一定有 1 1TT T T I   。 

1.1.3  变换的不动元素与不动子集 

对于变换 T S S： ，若存在元素 M S ，使得  T M M ，则称 M 为变换的不动元素；

若存在 S 的子集 F ，使得  T F F ，则称 F 为变换的不动子集。 

显然，由不动元素构成的子集一定是不动子集；反之，不动子集的元素则不一定是不

动元素。 

对于恒等变换 I ，每一个元素都是不动元素，每一个子集都是不动子集；平移变换

 T  0a a 没有不动点，平行于平移向量 a的直线都是不动直线；旋转变换  0R   除原

点以外没有不动点，以原点为中心的圆都是不动子集。 

若 F 是变换 T S S： 的不动子集，即  T F F ，则有  1T F F  ，说明 F 也是逆变换

1T S S ： 的不动子集，反之亦然。也就是说，集合 S 上的变换与其逆变换有相同的不动

子集。 

例 1.1  求变换
4 5 11

2 4 7

x x y

y x y

  
   




的不动点。 

解  不动点满足
4 5 11

2 4 7

x x y

y x y

  
   

，解得    , 2,1x y  ，所以不动点为  2,1 。 

例 1.2  求以 x 轴为轴的轴反射变换 ox

x x
R

y y





  
： 的不动直线。 

解  设直线 经过轴反射后的像直线为 

0Ax By C     ：  

将变换式代入得原像直线 的方程为 

0Ax By C    

 为不动直线的充要条件是 与  重合，即满足 
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A B C

A B C
 


 

此式等价于 

2 0

2 0

AB

BC


 

 

即 0 0 0A B C  ， ， 或 0 0A B ， 。 

于是不动直线方程为 0y  和  0 0Ax C A   ，即 x 轴和垂直于 x 轴的直线都是不动

直线。 

1.1.4  变换群 

若集合 S 中的若干个变换构成的集合 G 满足： 

（1）对于任意变换 1 2T G T G ， ，有 1 2T T G ； 

（2）对于任意变换 T G ，有 1T G  ， 

则称 G 为集合 S 上的一个变换群。 

根据定义，对于任意变换 T G ，都有 1 1T T TT I G    ，即任何变换群一定包含恒

等变换 I 。 

若一变换群 G 的所有变换都属于变换群 G ，则称 G 为 G 的子群。例如，每一个变换群

G 都是自己的子群， I 是任何变换群的子群。 

例 1.3  证明：欧氏平面上所有平移变换组成的集合构成一个变换群。 

证明  设集合
x x a

G T T
y y b

       


 

： ，任取 G 中的两个变换： 

1 2
1 2

1 2

x x a x x a
T G T G

y y b y y b

    
      

 
 

： ：，  

满足 

2 1 11
1 2 1

2 1 1

x x a a x x a
T T G T G

y y b b y y b
     

      

 
 

 ： ：，且  

所以，欧氏平面上所有平移变换组成的集合构成一个变换群，称为平移变换群。 

习  题  1.1 

1. 证明：非恒等的平移变换和旋转变换的乘积不可交换。 

2. 已知变换 1

2 3 7

3 5 9

x x y
T

y x y



  

   
： ， 2

2 2 5

3 7

x x y
T

y x y

  
   




： ，求 1
1T  ， 1 2 2 1T T T T， 。 

3. 已知变换 1

4 5

2 3 2

x x y
T

y x y



  

   
： ， 2

7 1

4 2 4

x x y
T

y x y



  

   
： ，求 1T 的不动点和 2T 的不动直线。 
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4. 求证以下四个变换构成变换群。 

1 2

x x x y
T T

y y y x

   
 

 
   

，： ：  

3 4

x x x y
T T

y y y x

   

 
     

，： ：  

5. 求证平面上所有变换  0 0
x x

T
y y


 




  




，： 构成一个变换群。 

1.2  仿 射 变 换 

1.2.1  仿射坐标系和仿射坐标变换 

在平面上取定一点 O 和两个不共线的向量 1e 和 2e ，称它们构成平面上的一个仿射标

架，记为  1 2; ,O  e e ，其中 O 称为原点， 1e 和 2e 称为基向量。过原点 O ，分别沿 1e 和 2e

的有向直线称为 x 轴和 y 轴（见图 1-6）。 

 

 
 

图 1-6 

 

对于平面上的任意点 M ，显然有 

 1 2OM x y 


e e  （1-8） 

则其有序实数对  ,x y 称为点 M 在标架 下的仿射坐标。 ,x y 也是向量 OM


关于标架

的坐标（或分量）。由于向量是自由的，故若向量 OM


a ，则 a 关于标架 的坐标也是

 ,x y ，即  ,OM x y 


a 。以  ,x y 为坐标的点记为  ,M x y 。可以证明：在仿射坐标系

下，向量的坐标等于终点坐标减去起点坐标。 

反之，对于任意的有序实数对  ,x y ，总可以按式（1-8）构成向径 OM


，从而得到  ,x y

对应的点 M 。 

显然，若在平面上给定了仿射标架 ，平面上全体点的集合与全体有序实数对的集合

有一一对应的关系，称这个一一对应的关系为平面仿射坐标系。 

直角标架是特殊的仿射标架，直角坐标是特殊的仿射坐标，直角坐标系是特殊的仿射

坐标系。 
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建立了仿射坐标系的平面称为仿射平面。假设在仿射平面上建立了两个仿射标架

 1 2; ,O  e e 和  1 2; ,O   e e ，此时来考查平面上同一点 M 在 下的坐标  ,x y 与在 

下的坐标  ,x y  之间的关系，也就是仿射坐标变换式。 

设在 下新原点 O的坐标为  ,a b ，新基向量的坐标为 

   1 11 21 2 12 22, ,a a a a  e e，  

由图 1-7 有 

1 2OM OO O M OO x y       
   

e e  

即 

       11 21 12 22, , , ,x y a b x a a y a a    ， 

11 12

21 22

x a a yx a

y a x a y b

  
   

 


 

写成矩阵形式为 

  11 12

21 22

det 0ij

a ax x a
a

a ay y b

      
        

      
，  （1-9） 

这里的  det 0ija  ，是因为 1 2 ，e e 不共线。 

 

 
 

图 1-7 
 

推论 1.1  若平面向量 u在 下的坐标为 ,X Y ，在 下的坐标为 ,X Y  ，则其仿射

坐标变换式为 

 11 12

21 22

det 0ij

X a X a Y
a

Y a X a Y

 
  

 
 

，  

该推论的证明留给读者自行完成。 

下面来看仿射平面上的几个常用结论。 

首先在仿射平面上给出直线方程。设直线 过点  0 0 0,M x y ，平行于向量  ,u v 。显

然，动点  ,M x y 在 上的充要条件是向量  0 0 0,M M x x y y 


  ，此条件等价于 

 0 0x x y y

u

 


v
 （1-10） 
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上式称为直线的点向式方程。 

当 0u  时，式（1-10）可变为形如 y kx b  的表达式，其中 k
u


v

决定了直线的方向，

称为直线的方向数。显然，方向数是直角坐标系下直线斜率在仿射坐标系下的推广。 

当 0u  时，直线平行于 y 轴，在直角坐标系下，该直线的斜率不存在，在仿射坐标系

下，该直线的方向数为 ，此时约定方程为 0x x 。 

对式（1-10）进行整理，可得二元一次方程： 

  0 0Ax By C A B   、不同时为  （1-11） 

反之，任意一个形如式（1-11）的二元一次方程经过适当变形后均可以写成式（1-10）的

形式。因此，我们称式（1-11）为直线的一般式方程。 

其次，在仿射平面上给出以下有关点和直线的结论： 

（1）对于两条直线  0 1,2i i i iA x B y C i    ： ，它们相交的充要条件是 1 1

2 2

A B

A B
 ；它

们平行的充要条件是 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
  ；它们重合的充要条件是 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
  。 

（2）对于三点   , 1, 2,3i i iP x y i  ，它们共线的充要条件是 

1 1

2 2

3 3

1

1 0

1

x y

x y

x y

  

而且，若 3P 分线段 1 2P P 成定比  1    ，则 

1 2 1 2
3 31 1

x x y y
x y

 
 

 
 

 
，  

（3）对于三条直线  0 1,2,3i i i iA x B y C i    ： ，它们共点或平行的充要条件是 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

A B C

A B C

A B C

  （1-12） 

证明 若三条直线平行，则有 31 2

1 2 3

AA A

B B B
  ，式（1-12）显然成立。反之，若式（1-12）

成立，且第一列与第二列成比例，则三条直线平行。下面假定前两列不成比例，即三条直

线不平行，于是  1,2,3i i  共点于  0 0 0,P x y 的充要条件是齐次线性方程组 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

A x B y C z

A x B y C z

A x B y C z

  
   
   

 

有非零解  0 0, ,1x y ，此条件等价于式（1-12）。 

需要注意的是，以上结论与直角坐标系下相应的结论一致。但是，在特殊的直角坐标

系下成立的结论不能完全照搬到一般的仿射坐标系下。例如，在直角坐标系下成立的距离
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公式，在一般仿射坐标系下是不成立的。 

1.2.2  仿射变换 

前面介绍了两相交平面之间的平行射影，接下来将以平行射影为基础，建立平面上的

仿射变换。首先介绍透视仿射变换。 

设平面 与  相交于直线 ，取具有不同投射方向 u， v 的两个平行射影 1T   ：

和 2T  ： ，则乘积 2 1T T T   ： 可将平面 上的任意点 M 变成 自身的点 M ，即

满足      2 1 2 1M T M T T M T M    ，称此变换 T 为 上的透视仿射变换（见图 1-8）。 

 

 
 

图 1-8 

 

由于 T 是平行射影的乘积，故有以下性质： 

（1）将点变成点，将直线变成直线。 

（2）保持平行性和平行线段之比不变。 

（3）对应点的连线相互平行。如图 1-8 所示， MM NN  。 

在此将对应点连线所具有的固定方向称为透视方向，显然平面 与  的交线 是由不

动点构成的直线，称为透视仿射轴（简称轴）。容易得出，一对对应直线与轴三条直线存

在的位置关系是：要么三线共点，要么三线平行。 

其次介绍仿射变换。若 1 1T  ： ， 2 1 2T  ： ，， 1n nT   ： 是 n 个平行射影

（见图 1-9），则它们的乘积 2 1nT T T 显然是 到自身的双射，因而是 的变换。平面 到

自身的映射若是有限个平行射影的乘积，则称为 上的仿射变换。平面 上的仿射变换将

点变成点，将直线变成直线，且保持平行性和平行线段之比不变。 

定理 1.1 恒等变换是仿射变换，仿射变换的逆变换是仿射变换。有限个仿射变换的

乘积是仿射变换。 

证明 平面  的恒等变换可视为  到另一平面   的平行射影 T 与其逆映射 1T  的乘

积。根据定义，后面的结论是显然成立的。 
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