
第5章 软件可靠性增长模型

本章学习目标

• 熟练掌握经典软件可靠性增长模型建模方法。
• 了解NHHP类软件可靠性增长模型。
本章先介绍4种经典软件可靠性增长模型建模方法，然后介绍NHHP类软件

可靠性增长模型以及统一的SRGM框架模型。

5.1 经典软件可靠性增长模型

随着计算机和信息处理的广泛应用，计算机系统的软件可靠性问题越来越得

到人们的关注。而复杂装备系统软件规模日益增大，复杂性日益增强，使其软件

可靠性问题变得更为突出。所谓软件可靠性是指软件系统在规定环境下和给定时

间内无故障运行的概率，是软件质量的一个重要组成部分。软件可靠性模型是软

件可靠性评估与预测的核心。目前公开发表的软件可靠性模型已经有一百多种，

但是由于它们假设不同、性能各异，因此，即使用它们估测同一软件，也可能得

到存在巨大差异的预测结果。至今仍然没有一个既简单又广泛适用的软件可靠性

模型。

准确建立软件可靠性模型并预测其可能的增长趋势，对于确定整个软件产品

的可靠性至关重要。软件可靠性增长模型（Software Reliability Growth Model,
SRGM）提供了与软件代码紧密相关的可靠性特征信息，例如剩余故障数量、累
积检测或排除的故障数量等。SRGM在度量、预测、提高与保证软件可靠性上被
广泛应用，同时，定量地对涵盖测试资源与成本管控和最优发布时间抉择等在内

的软件开发活动提供重要决策支持，是可靠性工程研究领域的重要手段。

由于软件可靠性更多、更直接地源于开发人员在设计与编制程序过程中所带

来的内在错误（error），在测试阶段中，大量测试计划的有效实施可促使这些错误
引发故障（fault），当达到一定条件时，故障会引发系统失效（failure）。这样，SRGM
通过对失效的检测能够促使开发人员回溯至代码的层面进行调试修改与排错，进

而提高可靠性。同时，SRGM针对一段时间内的失效与排除故障数量可揭示出当
前测试环境下可靠性随时间变动的规律。因此，多年来，研究人员在SRGM上积
累的技术框架在可靠性过程综合管理上可有效确保软件可靠性得到持续提高，尤

其是在测试阶段。同时，SRGM在测试资源分配、成本管控、发布策略上得到了



应用上的广泛认可。

SRGM对软件可靠性研究形成了重要的理论支撑，对有效解决软件可靠性动态定量增
长问题开辟了途径。在具体研究软件可靠性增长的突破点与线索上，SRGM以失效的观察
和记录、故障的检测和排除为主线，采用微分建模的方法描述（累积检测/修复的）故障个
数与软件可靠性间的数学关联，并据此指导测试策略的优化执行，以检测与排除更多的故

障，提高软件可靠性。

5.1.1 JM模型
JM模型是由Z. Jelinski和P. Moranda于1972年提出的可靠性数学模型，该模型以一

种简便和合乎直觉的方式表明如何根据软件缺陷的检测历程预计未来软件可靠性的行为。

它包含了软件可靠性建模的若干典型和主要的假设，是最具代表性的早期软件可靠性马尔

可夫过程的数学模型。随后的许多工作都是在它的基础上加以改进而提出的，因此，在这

个意义上，JM模型可以视为软件可靠性研究领域的第一个里程碑。

1. 模型假设
JM模型有以下假设：
（1）软件中固有的初始错误个数N0为一个未知常数。

（2）软件中的各个错误是相互独立的，每个错误导致系统发生失效的可能性大致相同，
各次失效时间间隔也是相互独立的。

（3）测试过程中错误一旦被检测出即被完全排除，每次排错只排除一个错误，排错时
间可以忽略不计，在排错过程中不引入新的错误。

（4）软件的失效率在每个失效间隔时间内是常数，其数值正比于软件中残留的错误数，
比例系数为ϕ。

（5）软件的运行方式与预期的运行方式相似。

2. 模型形式
在给定N0和ϕ的条件下，若记Xi表示第 i− 1次故障时刻到第 i次故障时刻间的时间，

假定故障时间间隔X1, X2, · · · , Xn是相互独立的服从指数分布的随机变量。根据假设，在

第一个错误被排除之后，失效率就由N0ϕ变为 (N0 − 1)ϕ，以此类推，则在第 i个测试区间，

其失效率函数为

z(xi) = ϕ[N0 − (i− 1)] (5.1)
其中，xi为时间间隔Xi的取值。

在整个测试过程中，软件的失效率变化曲线如图5.1所示。
由假设知，在每两个错误之间只有唯一的失效率，则关于Xi的概率密度为

f(xi) = ϕ[N0 − (i− 1)] exp{−ϕ[N0 − (i− 1)]xi} (5.2)

其分布函数为

F (xi) =

∫ xi

0

f(xi)dxi = 1− exp{−ϕ[N0 − (i− 1)]xi} (5.3)

其可靠度函数为

R(xi) = 1− F (xi) = exp{−ϕ[N0 − (i− 1)]xi} (5.4)
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其平均失效时间间隔为

MTBF = E[Xi|X1, X2, · · · , Xi−1] =

∫ ∞

0

R(xi)dxi =
1

ϕ(N0 − (i− 1))
(5.5)

t0 t1 t2 t3 t4 t

X2X1 X3 X4 X5

λ

图 5.1 软件的失效率变化曲线

3. 参数估计
假定总共发生了n次失效，似然函数为

L(x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

f(xi) =
n∏

i=1

ϕ[N0 − (i− 1)] exp{−ϕ[N0 − (i− 1)]xi} (5.6)

对式 (5.6)两边取对数，有

lnL(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

ln f(xi)

=
n∑

i=1

{ln(ϕ[N0 − (i− 1)])− ϕ[N0 − (i− 1)]xi}
(5.7)

则模型参数的最大似然估计值是以下方程组的解：

ϕ̂ =
n

N̂0(
n∑

i=1

xi)−
n∑

i=1

(i− 1)xi

n∑
i=1

1

N̂0 − (i− 1)
=

n

N̂0 −

(
1/

n∑
i=1

xi

)(
n∑

i=1

(i− 1)xi

) (5.8)

对式 (5.8)进行求解，则可以得出 N̂0、ϕ̂的值。

4. 应用案例
这里以美国海军战术数据系统（Naval Tactical Data System, NTDS）数据集为例，其

数据集形式如表5.1 所示。其中，前26个错误是在开发阶段发现的，第27∼31个错误是在
测试阶段发现的，在使用阶段发现了第32个错误，最后在再测试阶段发现了第33、34个
错误。

将表5.1中的n和xi代入式 (5.8)中可得 N̂0 = 31.7734 ≈ 32, ϕ̂=0.006 68，即估计出软
件共有32个错误。实际上，此软件各个阶段共有34个错误，可见计算结果与实际数据大致
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吻合。

表 5.1 NTDS数据集形式

错误数 错误间隔时间 错误数 错误间隔时间 错误数 错误间隔时间

1 9 13 1 25 2

2 12 14 9 26 1

3 11 15 4 27 87

4 4 16 1 28 7

5 7 17 3 29 12

6 2 18 3 30 9

7 5 19 6 31 135

8 8 20 1 32 258

9 5 21 11 33 16

10 7 22 33 34 35

11 1 23 7

12 6 24 91

5.1.2 GO模型
GO模型是由Goel和Okumoto于1979年提出的，首次采用了非齐次泊松过程（NHPP）

刻画软件的失效过程，属于NHPP有限错误模型，GO模型也被称为软件错误查出的指数
类增长模型。此后有很多新的模型是以它为基础提出的。

1. 模型假设
GO模型有以下假设：
（1）程序在同实际执行环境相差不大的条件下执行。
（2）在软件测试过程中，所有检测到的故障是相互独立的。
（3）测试未运行时的软件失效次数为0；当测试进行时，软件失效次数服从均值为m(t)

的非齐次泊松过程。

（4）t时刻累积检测到的故障数量m(t)变化率与当前剩余的故障数量a −m(t)成正比

例, 比例系数为 b。

（5）每次只修正一个错误。当软件故障出现时，引发故障的错误被立即排除，并不会
引入新的错误。

2. 模型形式
设N(t)和m(t)分别表示区间 [0, t]内的累积错误数和期望错误数，a为软件中的初始故

障数，b为在 t 时刻每个错误的检出率，b > 0，且有m(0) = 0,m(+∞) = a。在 [t, t+∆t]

内期望的错误发生数与时刻 t时期望的剩余错误数成比例，于是有

m(t+∆t)−m(t) = b(a−m(t))∆t (5.9)

令∆t→ 0，则有
dm (t)

dt = b (a−m (t)) (5.10)
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利用边界条件可得GO模型的均值函数表达式：

m(t) = a(1− e−bt), a > 0, b > 0 (5.11)
易知GO模型的失效强度函数为

λ(t) =
dm(t)

dt = abe−bt (5.12)

随机变量序列{Xn, n = 1, 2, 3, · · · }表示故障间隔时间，则Sn =
n∑

k=1

Xk (n = 1, 2, 3, · · · )

表示第n个故障出现的时间，在给定Sn−1 = s的条件下，Xn 的条件可靠性函数（即软件

可靠度）为

RXn|Sn−1
(t|s) = P (Sn − Sn−1 > t|S1, S2, · · · , Sn−1)

= exp{−[m(t+ Sn−1)−m(Sn)]}

= exp{−a[e−bs − e−b(t+s)]} (5.13)

3. 模型参数估计
1）利用完全数据（故障间隔时间）估计模型参数
假设在软件测试过程中检测到的N个故障的时间S = (S1, S2, · · · , SN )满足0 ⩽ S1 ⩽

S2 ⩽ · · · ⩽ SN，则 S的概率密度函数是在给定S的观测值 s = (s1, s2, · · · , sN )时关于a、b

的似然函数：

L(s1, s2, · · · , sN ; a, b) =

(
N∏

k=1

abe−bsk

)
exp[−a(1− e−bsN )] (5.14)

对于给定故障发生时间的 s = (s1, s2, · · · , sN )，令

∂ lnL(s1, s2, · · · , sN ; a, b)

∂a
=

∂ lnL(s1, s2, · · · , sN ; a, b)

∂b
= 0 (5.15)

则有 
N

â
= 1− e−b̂sN

N

b̂
=

N∑
k=1

sk + âsNe−b̂sN
(5.16)

对式 (5.16)进行求解，则可以得出 â、b̂的值。

2）利用不完全数据（累积故障数）估计模型参数
设在时刻 tk(k = 1, 2, · · · , n)查出的累积故障数为yk，则关于a、b的似然函数为

L = P{N(t1) = y1, N(t2) = y2, · · · , N(tn) = yn} (5.17)

=
n∏

k=1

[
a(e−btk−1 − e−btk)

]yk−yk−1

(yk − yk−1)!
exp

(
−a(1− e−btn)

)
(5.18)

其中 t0 = 0, y0 = 0。令
∂ lnL
∂a

=
∂ lnL
∂b

= 0，则有
â(1− e−b̂tn) = yn

âtne−b̂tn =
n∏

k=1

(yk − yk−1)(tke−b̂tk − tk−1e−b̂tk−1)

e−b̂tk − e−b̂tk−1

(5.19)
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对式 (5.19)进行求解，则可以得出 â、b̂的值。

4. 应用案例
选取美国海军战术数据系统收集的故障数据集DS1，如表5.2所示。

表 5.2 DS1数据集

失效序号 失效时间 失效序号 失效时间 失效序号 失效时间 失效序号 失效时间

0 0 9 63 18 98 27 337
1 9 10 70 19 104 28 384
2 21 11 71 20 105 29 396
3 32 12 77 21 116 30 405
4 36 13 78 22 149 31 540
5 43 14 87 23 156 32 798
6 45 15 91 24 247 33 814
7 50 16 92 25 249 34 849
8 58 17 95 26 250

对于DS1取前28个数据点拟合参数，后6个数据点用于验证模型，采用最大似然估计
法估计出模型参数，得到两个参数的估计值：â = 33.9935, b̂ =0.005 79。

5.1.3 MO模型
MO模型也称对数泊松执行时间模型，是另一类被广泛使用的软件可靠性增长模型，它

是由Musa和Okumoto提出的。
MO模型把排错过程中的累积失效数作为时间函数，将其近似为一个非齐次泊松过程。

该模型定义了一个随机过程{N(t), t ⩾ 0}，它表示时刻 t的累积失效数，其均值函数为

m(t) = E[N(t)]，其失效强度函数为λ(t) = dm(t)/dt。

1. 模型假设
MO模型有以下假设：
（1）当 t = 0, N(0) = 0，即测试开始前，无失效发生。

（2）失效强度随着失效期望数的增加而呈指数递减，即λ(t) = λ0e−θm(t)。其中，λ0 > 0

是初始失效强度，θ > 0是失效强度递减幅度参数，m(t)为均值函数。

（3）当∆t足够小时，时间区间 (t, t+∆t)内发生一次及以上失效的可能性为λ(t)∆t+

o(∆t)。

（4）每个错误发生的机会相同，且严重等级相同，各失效之间相互独立。
（5）软件的运行方式与预期的运行方式相似。
MO模型是失效强度函数随失效发生而指数递减的非齐次泊松过程。失效强度函数随

失效发生指数递减说明早期发现的缺陷比晚期发现的缺陷对失效强度函数的减小作用大。

之所以称之为对数泊松模型，是因为期望的失效数是时间的对数函数。

2. 模型形式
由模型假设可知软件失效均值函数m(t)和失效强度函数λ(t)分别为
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m(t) =
1

θ
ln(λ0θt+ 1) (5.20)

λ(t) = m′(t) =
λ0

λ0θt+ 1
(5.21)

定义 ti为第 i次失效发生的时间，x为从第 i次失效开始前的执行时间，则软件失效 i−1

次后的可靠度函数为

R(x|ti−1) =

[
λ0θti−1 + 1

λ0θ(x+ ti−1) + 1

] 1
θ

(5.22)

ti−1时刻后的软件平均失效等待时间为

MTTFi =

∫ ∞

0

R(x|ti−1)dx =

∫ ∞

0

[
λ0θti−1 + 1

λ0θ(x+ ti−1) + 1

] 1
θ

dx (5.23)

3. 参数估计
MO模型需要利用完全数据进行参数估计，通过最大似然估计推导出下列方程：

n

β1
−

n∑
i=1

ti
β1ti + 1

− ntn
(β1tn + 1) ln(β1tn + 1)

= 0 (5.24)

其中β1 = λ0θ。

通过上述方程得到β1的最大似然估计 β̂1，然后利用公式m(tn) = n得到参数 θ和λ0的

估计值： θ̂ =
1

n
ln(β̂1tn + 1)

λ̂0 = β̂1/θ̂
(5.25)

5.1.4 Inflection S形模型
1984年，Ohba提出了 Inflection S形模型。在该模型中，软件可靠性增长曲线呈S形，

即开始增长比较慢，然后迅速增长，直到达到极限。

1. 模型假设
Inflection S形模型有以下假设：
（1）程序在同实际执行环境相差不大的条件下执行。
（2）部分故障在其他故障被发现之前不会被发现。
（3）任何时间内故障的发现率与当前软件中残留故障数成正比。
（4）被隔离的故障可以被完全排除。
（5）故障检测率是一个不变的常数。

2. 模型形式
由假设易知，

dm(t)

dt = b(t)(a(t)−m(t)) (5.26)
其中，b(t)为故障检测率函数，a(t)为软件的总故障函数。

进一步假设故障检测率函数为 b(t) = b/(1+ βe−bt)，其中，b与β分别表示故障检测率
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因子与变点因子 (inflection factor)。由此可得

m(t) =
a(1− ebt)
1 + βe−bt

(5.27)

其中，a表示初始故障数。该模型的失效强度函数为

λ(t) =
ab(1 + β)e−bt

(1 + βe−bt)2
(5.28)

3. 参数估计
Inflection S形模型参数估计的方法和GO模型相同。
1）基于故障间隔时间进行参数估计
利用故障间隔时间进行参数估计的方程式如下：

â =
N(1 + e−b̂SN )

1− e−b̂SN

NSNe−b̂SN (1 + β̂)

(1− e−b̂SN )(1 + β̂e−b̂SN )
=
N

β̂
−

N∑
i=1

Si + 2
N∑
i=1

β̂Si

1 + β̂e−b̂Si

(5.29)

求解式 (5.29)即得出各个参数的估计值。
2）基于累积故障数进行参数估计
利用累积故障数进行参数估计的方程式如下：

â =
yN (1 + βe−b̂tN )

1− e−b̂tN

yN tNe−b̂tN (1−β̂+2β̂e−b̂tN )

(1− e−b̂tN )(1 + β̂e−b̂tN )

=
N∑

k=1

(yk − yk−1)

(
tie−b̂ti − ti−1e−b̂ti−1

e−b̂ti − e−b̂ti
+

β̂tie−bb̂ti

1 + β̂e−b̂ti
+
β̂ti−1e−b̂ti−1

1 + β̂e−b̂ti−1

) (5.30)

求解式 (5.30)即得出各个参数的估计值。

5.2 NHHP类软件可靠性增长模型

在软件测试过程中，随着故障不断被检测出来并被排除，软件可靠性持续获得增长，这

为软件可靠性研究提供了有效的切入点。软件可靠性增长模型（SRGM）从软件失效的角
度进行可靠性建模，采用以微分方程 (组)为主的数学手段建立软件测试过程中的若干随机
参量间的定量函数模型，这些随机参量包括测试时间、累积检测的失效或修复故障个数、测

试工作量（Testing-Rffort, TE）等。基于求解获得的累积检测故障数量函数m(t)可以获得

测试阶段的软件可靠性。因此，建立能够准确描述真实随机测试过程的累积检测故障数量

函数m(t)成为SRGM研究的关键。

5.2.1 软件可靠性增长模型建模过程

面对自故障检测至排除的软件测试过程，基于不同的假设可以建立形式各异的数学模

型，产生不同的结果。从软件可靠性建模流程角度看，不同SRGM的构建都可以用图5.2所
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示的过程描述。

 ( )

 ( )

m(t)

 

 MLE LES m(t)

 m(t)

 

 SRGM

图 5.2 SRGM建模过程

从图5.2可以看出，SRGM建模的机理是对测试过程中的各随机变量建立适当的数学模
型，以指导测试资源的使用，以便在测试周期内提高软件可靠性。数学模型的有效性主要

通过在真实的失效数据集上进行拟合与预测加以验证。由于对测试过程的认知存在差异性，

因此，众多SRGM模型被提出。
SRGM主要通过指数型（exponential）或者S形模式描述软件失效现象，且本质上二

者均是基于非齐次泊松过程（NHPP）的一种随机过程，由此衍生出多种SRGM。在这些
模型中，NHPP类SRGM最具有吸引力，应用也最为广泛。现有的上百个NHPP类SRGM
均基于以下假设：

（1）失效事件随机发生，测试人员与排错人员对失效的观察与故障的排除过程服从
NHPP。
（2）设{N(t), t ⩾ 0}为随机计数过程, N(t)为 [0, t]内测试人员累积检测的故障数量，

且E[N(t)] = m(t)为均值函数，满足m(0) = 0。

利用NHPP的基本性质, 可以得到

P [N(t) = k] =
m(t)× e−m(t)

k!
, k = 0, 1, 2, · · · (5.31)

m(t) =

∫ t

0

λ(τ)dτ (5.32)

测试阶段的软件可靠性可表示为

R(x|t) = P [N(t+ x)−N(t) = 0]

= e−(m(t+x)−m(t)) (5.33)

若设 t(t ⩾ 0)为上次失效发生的时刻, 对于给定的时长x(x > 0)，则软件可靠性在

(t, t+ x]内可表示为式 (5.33)。
这里，以经典的GO模型为例，其基本假设如下：
（1）软件失效过程服从NHPP。
（2）t时刻,累积检测到的故障数量m(t)的变化率与当前剩余的故障数量a−m(t)成正
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比，比例系数为 b。

由上述基本假设可得到下面的微分方程：

dm (t)

dt = b (a−m (t)) (5.34)

其中，a为软件中的总故障个数。在m(0) = 0的初始条件下，可求得m(t) = a(1− e−bt)。

SRGM的关键是在某些假设条件下建立微分方程，求解得到m(t)，而不同SRGM的差
异直接体现在m(t)上。由式 (5.33) 可以看出，R(x|t)是m(t)的函数，因而软件可靠性随时

间的增长完全取决于m(t)。而m(t)与真实失效个数的拟合与预测情况（即接近情况）是衡

量SRGM性能优劣的根本标准。这样,获得特定测试环境下合适的m(t)是SRGM研究的核
心内容。

5.2.2 影响SRGM的关键参数因素分析
真实测试环境的不稳定直接导致了SRGM需要把实际的随机因素考虑进去，从关注失

效个数的发现直至故障被排除的角度提高软件可靠性，是SRGM用于建模描述软件测试过
程最主要的线索。SRGM旨在探索软件测试过程中可靠性同与其直接相关的决定因素间的
内在机理，即故障检测至排除过程对软件可靠性的定量影响关系，为提高可靠性、确定成

本结构和软件最优发布等提供决策依据。

由2.3节可知，软件中总故障个数a(t)和故障检测率 b(t)是影响SRGM的重要参数因
素。另外，测试工作量（Testing Effort, TE）用测试工作量函数（Testing-Effort Function,
TEF）表征，即TEF同样是影响SRGM的重要参数因素。

1. 建模描述排错目标——总故障个数
软件测试与排错人员希望将全部故障排除，获得高可靠性，但这并非易事，也不现实，

主要原因如下：

（1）软件中总故障个数未知（虽可以假定为有限或无限个数），根本无法确定。
（2）在排错过程中因排错不彻底以及引入新故障等使得总故障个数会增加。
因而，设定a(t) = a，忽略了排错中人为引入错误的事实。为此，设定a(t)为 t的某种

增函数形式较为常见，将其归为表5.3 中的3大类型。
表 5.3 软件中总故障个数 a(t)类型

类 型 软件中总故障个数 a(t) 概要分析

乐观类型
(有限故障) a(t) = c+ a(1− e−t) 总故障个数有限，当 t→ +∞时 lim

t→+∞
a(t) = c+ a

悲观类型
(无限故障)

a(t) = aeαt

a(t) = a(1 + αt)
a(t) = a(1 + βt)

a(t)随测试时间 t持续增长至无穷大

中间类型
a(t) = a+ βm(t)
a(t) = aeαW ∗(t)

由于m(t)与测试开销W ∗(t)通常为增函数, 但存在有限增长
的可能, 故 a(t)增长也可能有限度

这里，有两点需要特别指出：

（1）悲观类型虽不易被接受，且根本无法在实际中验证，但其在拟合真实失效数据时
较乐观类型表现好。这或许可解释为：对于实际软件，无法进行无限次的测试，因此软件
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中的故障个数无法准确估计。

（2）这些a(t)考虑到了故障个数增加的情况，但直接导致其增加的原因正是排除故障

过程，因而，a(t)的变化率应与累积修复的故障数量变化率成正比。

2. 测试环境描述能力——故障检测率FDR
故障检测率（Fault Detection Rate, FDR）用于描述当前测试环境下故障被检测出的

比率，其与整体测试策略（技术、工具、测试人员技能等）紧密相关。由于测试策略的多

样性，使得FDR存在多种函数，且均为研究人员自行设定。
早期研究中认为FDR为常量，设定 b(t) = b。随着研究的深入，FDR已呈现出多种函

数形式，例如：
b(t) = b2t/(1 + bt)

b(t) =
b

1 + βe−bt

b(t) = btd + δγ(t)

b(t) = bαβe−βt(t)

b(t) = bαβte−βt2/2

鉴于FDR是测试环境的直接描述，因而测试环境的改变可借助FDR呈现。因而, 当前
在考虑变动点（Change-Point, CP）的SRGM研究中，多从建立FDR分段函数的形式实施。

3. 成本支持下的SRGM研究——考虑测试工作量
为实现预期发布，测试过程需要消耗测试资源作为保障。测试工作量函数TEF是对测试

资源（如测试时间、测试用例数等）消耗的数学描述, 表5.4列出了主要的测试工作量函数。
表 5.4 主要的测试工作量函数

模 型 公式化描述 说 明

Logistic TEF Wk(t) =
W

1 +Ae(−αkt) 最早被提出的Logistic类型的TEF

Generalized
logistic TEF

Wk(t) =
W

k
√
1 +Ae(−αkt)

依据参数 k设置的不同, Wk(t)存在多
种形式。若 k = 1, 则演变为Logistic
TEF形式

Wk,β(t) =

k

√
k+1
β

k
√
1 +Ae(−αkt)

W
若β = k + 1, 则Wk,β(t)演变为上面
的Wk(t)

Deformable
logistic TEF

W (t) =
eαt − v

eαt + u
W 初值不为 0的改进Logistic TEF

Weibull TEF
Wk(t) = (1− e−βtδ )θW
W > 0, β > 0, δ > 0, θ > 0

根据其中参数的不同设置, Weibull
TEF 又可具体分为 5种特定的类型

Log-Logistic TEF Wll(t) =
(θt)δ

1− (θt)δ
W 初值不为 0的Log型Logistic TEF

5.2.3 统一的SRGM框架模型
不同的SRGM差异较大，难以辨识，统一建模方法的提出旨在屏蔽这些差异，采用框

架技术是近年来软件可靠性研究的一个主题。按照对实际测试过程中的认识，当考虑到多
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种可能的测试环境时，这些SRGM在建模中主要涉及不完美排错、测试工作量、变动点等。
事实上, 不同SRGM的本质区别在于对测试阶段认识的差异上, 具体表现为建立的微分方
程（组）的不同。因此，一种趋势是建立相对统一的SRGM框架模型，使其能够涵盖多种
现有的模型： 

dm (t)

dt =
dW (t)

dt [b (t) (a (t)− c (t))]

da (t)
dt = r (t)

dc (t)
dt

dc (t)
dt = p (t)

dm (t)

dt

(5.35)

该统一的SRGM框架模型的建立基于下面的假设条件：
（1）累积检测的故障数量m(t)变化率与当前测试工作量消耗率及故障检测率 b(t)下剩

余的故障数量成正比。

（2）故障引入率与修复过程中的修复率成比例，比例系数为 r(t)。

（3）修复率与检测过程中的检测率成比例，比例系数为p(t)。

显然，由于对测试过程的认识差异直接决定了建立的微分方程（组）的不同，这样求

得的m(t)等变量就会存在差异。式 (5.35) 可以涵盖现有多个SRGM，据此给出SRGM的
一种分类。

在式 (5.35)中，当不考虑第2子式与第3子式，忽略测试工作量，认为检测率dm(t)/dt
与尚未检测到的故障数量成正比，且设定 b(t)与a(t)均为常量，即a(t) = a, b(t) = b时，可

以得到经典的GO模型：
dm (t)

dt = b (a−m (t)) (5.36)
易见，GO模型忽略了测试中较多的实际因素，然而它是最早的SRGM，同时期的其

他模型在建模上也较为粗糙。

1. 考虑实际因素的SRGM
若式 (5.35)中不考虑第2子式与第3子式，忽略测试工作量，且认为检测率dm(t)/dt

与尚未被检测到的故障数量 (a(t)−m(t))成比例，可以得到典型的不完美排错（Imperfect
Debugging, ID）模型——Pham模型，其建立的微分方程为

dm(t)

dt = b(t)[a(t)−m(t)] (5.37)

该模型的提出者Pham认为，a(t) = a(1 + rt)，即a(t)是测试时间 t的线性增函数。这表明

测试中会引入新故障，因而称该模型为不完美排错模型；b(t) =
b(1 + σ)

1 + σe−b(1+σ)t
，其中，σ

是反映测试人员技能的学习因子。

而当a(t) = a, b(t) = b时，式 (5.37)演变为最早的GO模型。由于a(t)与 b(t)可灵活设

置，这样，式 (5.37)是框架模型。例如，令 b(t) = b

(
γ + (1− γ)

m(t)

a

)
，其中，γ为弯曲

因子, 表示软件中不相关故障所占的比例。当γ = 1时得到的m(t)即为指数型SRGM，其
余情况得到的是S形模型。这种转化现象被称为柔韧性，通常框架模型都具有这种柔韧性。
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2. 融合测试工作量的SRGM
故障检测与修复是在测试工作量的消耗下进行的，测试工作量可有效地描述软件开发

过程中的工作剖面，因而SRGM中应考虑到测试工作量的存在。
这样，在式 (5.37)的基础上，当考虑测试工作量时，可以得到下面被众多文献所采用

的模型： dm(t)

dt
1

w(t)
= b(t) [a−m (t)] (5.38)

由于式 (5.38)中考虑到了测试工作量，因而它能够将测试资源的影响纳入SRGM中。

易知，由于W (t) =

∫ t

0

w(t)dt存在多种形式，式 (5.38)也是一种框架模型。

3. 考虑不完美排错与测试工作量的SRGM
由于简化建模的需要，很多SRGM做了一些偏离实际的假设。若研究中的假设条件更

加靠近真实的测试过程，则建立的SRGM可被称为不完美排错模型。若式 (5.35)中不考虑
第3个子式，且认为新故障引入率与检测率成正比，则得到Huang模型：

dm (t)

dt
1

w (t)
= b (t) [a (t)−m (t)]

da (t)
dt = r

dm (t)

dt

(5.39)

这里，认为故障修复概率为100%，新故障会在检测过程中被引入。更进一步，在
式 (5.39)的基础上，设定故障检测率函数：b (t)=b

[
h+ (1− h)

m (t)

a (t)

]
，可得到Ahmad模型。

显然，建立的不完美排错模型越靠近真实的测试环境，则模型就越准确，但同时求解

方法已开始过渡到复杂的非解析方法。

4. 考虑不完美排错、测试工作量和变动点的SRGM
与前面相比，这是一种较为全面的建模，不仅涉及不完美排错、测试工作量，还将测

试环境的改变而引发的变动点融入SRGM中。受到多种因素的影响（运行环境、测试策略、
失效密度以及资源分配等），软件失效分布并不均匀，这就是引入变动点的客观因素。这

样，在式 (5.35)中，若不考虑第2子式与第3子式，设定a(t) = a，且从 b(t)的角度考虑变

动点，则得到GLTECPM模型：
dm (t)

dt
1

w (t)
= b (t) [a−m (t)]

b (t) =

b1, 0 ⩽ t ⩽ τ

b2, t > τ

(5.40)

其中，τ是变动点。

相比之下，从W (t)的角度可以考虑多个变动点，得到下面的模型：

dm (t)

dt
1

w (t)
= b (t) [a−m (t)]

W (t) =


W
(
1− e−β1t

)
, 0 ⩽ t ⩽ τ1

W
(
1− e−β1τ1 + e−β2τ1 − e−β2t

)
, τ1 < t ⩽ τ2

· · ·

(5.41)

95



其中，被分段讨论的W (t)为Yamada指数型TEF：W (t) =W (1− e−βt)，当然也可以是其

他类型的TEF。
相比于测试用例作为故障移除周期单位的离散时间模型，上面的以时间 t作为自变量

的SRGM被统称为连续时间模型，且后者居多。
这些模型的提出，极大地丰富了SRGM的研究，在缺少安全性和可信性增长模型的情

况下，使得SRGM成为唯一能够描述可靠性随时间提高的技术手段。这里有3点需要指出。
（1）当前，对不完美排错的认识主要停留在排错的不彻底和新故障的引入上。实际上，

上述两种情况只是真实测试环境中很狭义的不完美，此外更多的是广义不完美。因而，不

完美排错的概念与研究范畴理应进行更大的扩展。

（2）虽然这些模型最终求解得到的m(t)形式各异，但均是基于对测试过程进行不同假

设后建立方程求解的结果。从这个角度看，这种解析方法存在着一个固有的不足：数学方

程只能在有限范围内进行建模，因为复杂模型既难以提出又难以求解，因而新的技术手段，

例如仿真，就在此背景下应运而生。

（3）上述模型对测试过程的认识虽各有不同，但均只是局限在单纯的采用微分方程
（组）建模并求解的范畴内。

5.3 习题

1. 简述软件可靠性建模的具体步骤。
2. 使用基于执行时间的模型（Musa）和MO模型对软件可靠性进行评估时，需要选

取的参数是什么？

3. 对于如下微分方程：
dm(t)

dt = b(t)[a(t)−m(t)]

证明均值函数为

m(t) = e−B(t)

[
m0 +

∫ t

t0

a(τ)b(τ)eB(τ)dτ
]

(5.42)

初始条件为m(t0) = m0，其中B(t) =

∫ t

t0

b(τ)dτ, t0为开始调试排错的时间。

4. 假设错误总数函数和错误检测率函数分别为

a(t) = α2(1 + γt), b(t) =
b2t

bt+ 1

试根据式 (5.42)证明均值函数具有如下形式：

m(t) = α2(1 + γt)− bt+ 1

ebt − (1 + bt)α2γ

bebt+1

[
ln(bt+ 1) + 1 +

∞∑
i=1

(bt+ 1)i+1 − 1

(i+ 1)!(i+ 1)

]
5. 假设故障总数函数和故障检测率函数分别为

a(t) = α(1 + γt)2, b(t) =
γ2t

γt+ 1

根据式 (5.42)证明均值函数具有如下形式：
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m(t) = α

(
1 + γt

γt

)
(γteγt + 1− eγt)

6. 某实时指控系统的故障数据集如表5.5所示。
（1）根据所给数据，计算GO模型的参数a和 b的最大似然估计。

（2）求均值函数m(t)和可靠度函数。

（3）在时间间隔 [10, 12]内不会发生失效的概率是多少？

（4）选择另一个NHPP软件可靠性模型，并重做（1）∼（3）。该模型与GO模型哪个
好？解释原因并证明你的结论。

表 5.5 某实时指控系统的故障数据集

失效时间 失效数 累计失效数 失效时间 失效数 累计失效数

1 27 27 6 7 82
2 16 42 7 2 84
3 11 54 8 5 89
4 10 64 9 4 92
5 11 75 10 1 93

7. 假设随时间变化的故障总数函数和故障检测率函数分别为

a(t) = c+ a(1 + e−αt), b(t) =
b

1 + βe−bt

（1）根据式 (5.42)给出其均值函数和可靠度函数。
（2）使用表5.1给出的NTDS数据集，并假设 t0 = 149,m(149) = 22，利用最大似然估

计对参数a、b、c、α和β进行估计。

（3）利用最大似然估计的结果预测下一个失效的时间 t23。

8. 利用表5.1的NTDS数据集中的前25个失效数据。
（1）计算两个与不完美排错相关的软件可靠性增长模型的未知参数的最大似然估计。
（2）求出这两个软件可靠性增长模型的均值函数和可靠度函数。
（3）比较这两个软件可靠性增长模型的好坏，解释原因并证明你的结论。
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